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§1. ĐÓI TƯỢNG NGHIÊN CỨU 


1.1. Vài nét khái quát 

Bài toán tối ưu là bài toán tìm giá trị cực tiểu (hay cực đại) của một 
hàm số phụ thuộc nhiều biến số trên tập hợp các biến số thỏa mãn 
những điểu kiện nhất định. Các mô hình và phương pháp tối ưu có 


nhiều ú ứng dụng rộng rãi và đa dạng trong thực tiễn, đặc biệt trong kinh 
tế và kỹ thuật. 


Trong các bài toán tối ưu thì quan trọng nhất và đáng chú ý trước 
nhất là các bài toán tối ưu tuyến tính, hay còn gọi là bải toản qui hoạch 
tuyển tính, tức là bài toán tìm cực tiểu (cực đại) một hàm tuyến tính với 
các biến số thoả mãn các phương trình và/hoặc bất phương trình tuyển 
tính. Qui hoạch nuyền tính là bài toản tối ưu đơn giản nhât, được ứng 
dụng rộng rãi nhất trong nhiều lĩnh vực khác nhau của kinh tế, đời sông 
và quốc phòng. Đây cũng là lớp bài toán được nghiên cứu đầy đủ và 
hoàn chỉnh nhất, cả về mặt lý thuyết tổng quát và về mặt tính toán. Hơn: 
nữa, qui hoạch tuyến tính còn được sử dụng trong nhiều bài toán tối ưu 
khác, với tư cách như một bài toán con (subroutine). 


1.2. Bài toán tối ưu tổng quát 


Bài toán tối ưu tống quát có đạng như sau: Tìm tập hợp các biến số 
x =(XỊ;, X¿,..., xa) e R” thoả mãn 


Ẩ{X) = (XI, X¿,..., Xa) —> min (hay max) (.D 
với các điều kiện 
BiỚXI, Xi, .., Xn)S0,1= I,2,...,m, (1.2) 
h/ŒI, X2,..., Xa) = Ú, ] = 1,2,...,D, (1.3) 


x=(XI,X¿,..., Xe) eXCR”, (1.4) 
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trong đó ƒ, các gị ( = I,..., m), hị (J = L,..., p) là những hàm số 

sẻ trước, X là tập hợp đùi trước nào đó. Chẳng hạn, X =RL= { x€ 
:x >0} hoặc X = Z" (tập hợp các điểm nguyên trong R"). 

Bài toán (1.1) - (1.4) còn được gọi là bài toán gui hoạch toán học. 
Hàm f{x) được gọi là hàm mục tiêu, các hàm gị (Ì = Ì,..., m) và hị 
( =1,...., p) được gọi là các hàm ràng buộc. Các hệ thức Œ. 2-( 4) 
được gọi là các ràng buộc, mỗi ràng buộc (1.2) là rằng buộc bất đẳng 
thức, rnôi ràng buộc (1.3) là rằng buộc đăng thức. Tập hợp 

D=({xeX:g(Œ«)<0,1=1,...,m; h(x)=0,J=1,..,p}) (1.5) 

được gọi là miễn ràng buộc bay miễn chấp nhận được. Mỗi điểm 
x e D được gọi là một phương án hay điểm chấp nhận được. Một 
phương án x` e D đạt cực tiểu (hay cực đại) của hàm mục tiêu, cụ thể là 

f{x`) < f4), Vx e D đối với bài toán min, 

fx) > f(x), Vx e D đối với bài toán max, 

được gọi là một phương án tối ưu hay lời giải cửa bài toán. Khi đó 
f(x`) được gọi là giá trị tối ưu của bài toán. 


Đổi với mỗi bài toán tối ưu (1.1) - (1.4) có thể xẩy ra một trong ba 
khả năng loại trừ nhau sau đây: 

a) miền ràng buộc của bài toán là rỗng: D = Ø; 

b) cực tiểu (cực đại) của f trên D bằng -% (+©}; 

c) f đạt cực tiểu (cực đại) hữu hạn trên D, 
1.3. Phân loại các bài toán tối ưu ‹ 


Để tiện cho VIỆC nghiên cứu (dựa vào tỉnh chất của hàm mục tiêu, 
các hàm ràng buộc, các hệ số, các biến số ...), người ta thường chia ra 
một số lớp bài toán tối ưu sau đây: 


s Qui hoạch tuyển tính HN nếu hàm mục tiêu f(x) và tất cả các 
hàm rằng buộc gi(x), ¡ = 1,...., m, hi), j = l,..., p, đều là tuyến 
tính và X là một tập hợp lồi đa điện. Một số trường hợp riêng quan 
trọng của bài toán qui hoạch tuyến tính là bài toán vận tái, bài toán 
sản xuất đồng bộ ... 
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©- Qui hoạch tham số nêu các hệ số trong biểu thức của hàm mục tiêu 
hay trong các hàm ràng buộc phụ thuộc vào một hay nhiều tham số. 
Đơn giản nhất là bài toán qui hoạch tuyến tính tham số với các hệ số ở 
hàm mục tiêu hay ở về phải các ràng buộc phụ thuộc vào một tham số. 


© Qui hoạch động nếu đối tượng được xét là các quá trình có thể chia 
ra thành nhiều giai đoạn hoặc các quá trinh phát triển theo thời gian. 
Trong nhiều trường hợp bải toán qui hoạch động lại có thể diễn đạt 
như một bài toán tĩnh và thường đưa được về dạng bài toán qui 
hoạch tuyến tính với kích thước lớn. 


. Qui hoạch phi tuyến nêu hàm mục tiêu f{x) hay một trong các hàm 
ràng buộc g;(x), h/(x) không phải là tuyến tính hay nếu X không phải 
là một tập hợp lồi đa điện (Chẳng hạn khi X là tập hợp các điểm rời 
rạc hay X là một tập hợp không lồi). 


® Qui hoạch lôi nễu hàm mục tiêu cần tìm cực tiểu là lồi (hay hàm cần 
tìm cực đại là lõm) và miền ràng buộc D là một tập lỗi. Đây là lớp 
bài toán qui hoạch phi tuyến được nghiên cứu nhiều nhất. Một 
trưởng hợp riêng quan trọng của qui hoạch lôi là qui hoạch toàn 
phương, trong đỏ xét bài toán tìm cực tiểu của một hàm lỗi bậc hai 
VỚI các ràng buộc tuyến tính. 


° Qui hoạch lõm nếu hàm mục tiêu cần tìm cực tiểu là lõm và miền 
ràng buộc D là một tập lôi. Đây là một bài toán điển hình trong lớp 
các bài toán qui hoạch phi tuyên không lồi đã được nghiên cửu khá 
kỹ. Đơn giản nhất là bài toán tìm cực tiểu của một hàm lõm với các 
ràng buộc tuyến tính. 


e Qui hoạch phán thức nêu hàm mục tiêu là thương của hai hàm số 
cho trước và miền rảng buộc D là một tập hợp lồi. Trường hợp riêng 
đáng chú ý là gui hoạch phán tuyển tính khi hảm mục tiêu là thương 
của hai hàm tuyến tính afin. 


e©_ Qui hoạch rời rạc tiểu miễn ràng buộc D là một tập hợp rời rạc. 
Trường hợp khi các biến chỉ nhận giả trị nguyên, fa có một đưí 
hoạch nguyên. Một số trường hợp riêng quan trọng của qui hoạch 
nguyên là gui hoạch với biển Boole khi các biến số chỉ nhận gia trị 0 
hay I, và qui hoạch tuyển tính nguyên, đó là bài toán qui hoạch 
tuyến tính với các biến số chỉ lấy giá trị nguyên. 
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® - Qui hoạch đa mục tiêu nếu trên cùng một miền ràng buộc D ta xét 
đông thời hai hay nhiêu mục tiêu khác nhau (tuyên tính hoặc không 
tuyên tính). 


e _ Ngoài ra còn có qui hoạch ngẫu nhiên khi các tham số trong bài toán 
không cỏ giá trị xác định mà được mô tả bởi các phân phối xác suất, 
qui hoạch lôi đáo khi miền ràng buộc là hiệu của hai tập hợp lồi, mi 
hoạch ác. khi hàm mục tiêu hay hàm ràng buộc là hiệu của hai hàm 
lồi, gui hoạch 1ipsehitz với các hàm trong bài toán Lipschitz.... 


1.4. Nội dung nghiên cứu 


Khi nghiên cứu các bài toán tối tru người ta có thể chia ra ba hướng 
sau đây: 


a) Các vấn để công nghệ hay thực tiễn: xây dựng các mô hình toán 
học, thu thập đữ liệu, giải thích và phân tích kết quả tính toán, v.v.... 


b) Các vấn để toán học: nghiền cứu các phương pháp toán học để 
giải các lớp bài toán tôi ưu nhất định. 

c) Các vấn đề tính toán: nghiên cứu sơ đồ tính toán cho các phương 
pháp toán học đã đề xuất, xây dựng và hoản thiện các chương 
trình máy tính tương ứng, v.v... 


Dĩ nhiên ba hướng này không hoàn toàn tách biệt nhau. Chẳng hạn, 
các mô hình toán học cho các vấn để thực tiễn cần được xây dựng sao 
cho phù hợp nhất với các phương pháp tính toán hiện có, đôi khi phải 
tuyển tính hoá hằm mục tiêu hay các hàm rằng buộc để có thể áp dụng 
được các phương pháp của qui hoạch tuyên tính. Việc nghiền cứu các 
sơ đồ tính toán ,theo các phương pháp toán học đã có và thực tiễn tính 
toán thường giúp hoàn thiện bản thân phương pháp toản học. Mật số 
vấn để như tích luỹ sai số lảm tròn, tốc độ hội tụ, hiệu quả của một thuật 
toán đơn giản nhất là nghiên cứu nhờ thực nghiệm. 


Trong các phân tiếp theo của giáo trình sẽ tập trung chủ yếu Vào 
các khía cạnh toán học và tính toán của lớp bải toản qui hoạch tuyển 
tính: nội dung bài toán và ý nghĩa thực tiên, các tính chất cơ bản, các 
thuật toán giải chính, lý thuyết đối ngầu và một số bài toán qui hoạch 
tuyến tính đặc biệt (bài toán với biến bị chặn trên, bài toán vận tả). 
Cuối cùng nêu đanh mục các tải liệu tham khảo chính và trong phần phụ 
lục nêu hai chương trình máy tính viết trên ngôn ngữ PASCAL giải bài 
toán qui hoạch tuyến tính tổng quát và bài toán vận tải dạng bảng. 
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§2. CƠ SỞ GIẢI TÍCH LỐI 


2.1. Không gian tuyến tính n chiều R° 


Một bộ n số thực được xếp. theo một thứ tự xác định X = (X\, Xa,... , Xn) 
được gọi là một véeí(ơ n chiêu. Các số xị (i = 1, 2,..., n) gọi là thành 
phần của véctơ x. Vĩ dụ: x=(l,-2, 0, 3) là vctơ 4 chiều. 


Xét hai véctơ x = (Xị, X¿,.... Xn), ÿ = (Y1, Y2;..., Yn) Và một số thực œ. 


e - Hai vectơ x, y gọi là bởng nhau, ta viết x = y, nếu xị = vị, Vi = 1,2, 
"" 


e Phép toán cộng các véctơ x, y và nhân véctơ x với số œ được định 
nghĩa nÏư sau: 


x+y (XI †VI, X¿ + V2, ..., Xa † Yn), 
0X = (0X\, ŒXa,... , dXn). 


e© Tập hợp tất cả các Véctơ n chiều, với phép toán cộng các véctơ và 
nhân véctơ với một số thực xác định như trên, gọi là không gian tuyến 
tính n chiều R”. Các véctơ n chiều cũng gọi là các điểm của R". 


e Một véctơ x có dạng x = ơIX! + œ¿X? +... + 0X (œ¡ e R) gọi là một 
tô hợp tuyên tĩnh của các véctơ KỲ, x), . XỀ. 


Hơn nữa, nếu ơœ¡ > 0, VỊI=1,2,. TiÀ MA lâu -+ œ = Ï thì x 
gọi là một tổ hợp lồi của các vếctơ XỈ, KẺ, 


e Hệ vectơ {x',... x°} được gọi là độc - tuyến tỉnh nếu hệ thức - 
œixÌ +... + œx"=0 
chỉ xảy ra khi œ¡ =... = ơn = Ö. 


«e HỆ vcctơ lx.. „X"} được gọi là phụ thuộc tuyến tính nếu nó không 
độc lập tuyến tính, 


Nếu hệ vectơ li „X "` độc lập (hoặc phụ thuộc) tuyến tính, ta 
cũng nói các vectơ x`,..., x" độc lập (hoặc phụ thuộc) tuyến tỉnh. 


Trong ] R" số véctơ độc lập tuyến tỉnh tối đa là n. Mỗi hệ ốm n véctơ 
độc lập tuyến tính của R" gọi là một sơ sở của nó. Giả sử {a',a2,...,a"} là 
một sơ sở của R" thì bất kỳ véctơ x e R” đều là tổ hợp tuyến tính của các 
véctơ a', a”,..., 4". Nếu m < n thì R” gọi là không gian con của R”. 
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2.2. Tôpô trong R” 


Độ dài hay chuẩn của một véctơ x e R" là số thực không âm 


|x[= \x? +x?+---+x. 


Khoảng cách giữa hai điểm x, y là số |x —y||. Một đấy {x"} c R" 
gọi là hội tự tới xŸ (khi k~>œ): lim x" =x, nếu khoảng cách từ x* tới 
_—>® 

x? dân tới 0, nghĩa là lộ ->'I —y 0, 


Hình cầu tâm a e R” bán kính r là tập hợp các điểm x e R° cách a 
không quá r. Ta ký hiệu nó là § = {x : ||x-a|| < r}. Hình cầu này tạo 
nên một r-iáần cận của điểm a. 

Một điểm xeCC R” gọi là điểm trong của C nếu có một r-lân cận 
nảo đó của x nằm trọn trong C. Nếu trong lân cận bất kỳ của điểm x đều 
có các điểm thuộc C và các điểm không thuộc C thì x gọi là điểm biên 
của C. Tập hợp tất cả các điệm biên của C gọi là biển của C. 

Một tập hợp C c R” gọi là giới nội nếu nó chứa trong một hènh cầu 
tâm O nào đó, tức là tồn tại số r đủ lớn đề cho ||x| < r, vx e C. 


Một tập hợp C c R” gọi là mở nếu với mọi x e C đều tổn tại một 
hình cầu tâm x năm trọn trong C. Một tập hợp F c R” gọi là đóng nếu 
với mọi đãy hội tụ {x*} c F ta đều có im XỶ e F. Tập hợp F là đóng 

—œ 
khi và chỉ khi tập hợp C = R” \ F là mở hay khi và chỉ khi F chứa mọi 
điểm biên của nó. 

Cho trước một tập hợp tuỳ ý C  R”, bao giờ cũng tồn tại một tập 
hợp đóng nhỏ nhất chứa C (giao của tất e các tập hợp đóng chứa ©), đó 
là tập hợp các điểm x sao cho x = Jm x với {xŸ} CC. Tập hợp này gọi 


là bao đóng của C và được ký Bế ' C hay c/ C. 


Một tập hợp C gọi là compac nếu mọi dãy vô hạn {x*}  C đều chứa 
một dãy con {x%*} hội tụ tới một phần tử của C. Tập hợp C œ R" là 
cornpac khi và chỉ khi C đóng và giới nội (Định lý Bolzano-Welierstrass). 
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EIẤT.j 


Ta gọi tích vô hướng của hai véctơ x, y e R”, ký hiệu <x,y>, là số 
thực 


<x,vw ~= XỊY" + X2V2 Tuyết XnVn- 
Nếu <x,y> = 0 thi ta nói hai véctơ x, y là trực giao nhau. 
Các tính chất của tích vô hướng: 
a) <x,y> = <y,X> (giao hoán). 
b) <xÌ + x”,y> = <xÌ,y> + <x”,y> (phân phối đối với phép cộng). 
©) <ÀX,Y> = <X,ÀVP = ÀX<X,V>. 
đ) <x,x> > 0, dấu bằng xấy ra khi và chỉ khi x = O. Dễ thầy rắng 
|x[ =v<x.x>: 
2.3. Đường thẳng, đoạn thẳng và siêu phẳng 
1. Đường thẳng, đoạn thăng: 


Cho hai điểm a, b e R". Ta gọi đường thăng đi qua a, b là tập hợp 
điểm có đạng 


{xeR”":x=Àa+(I-^A)b, Àc R}. 

Nếu buộc 0 < 2. < l thì ta có đoạn thẳng [a, b]. 

Trong không gian hai chiều, một phương trình bậc nhất ax + by = c 
xác định một đường thẳng, một bất phương trình bậc nhất ax + by < c 
xác định một nửa mặt phăng. Trong không gian ba chiều, một phương 
trình bậc nhất ax + by + cz = d xác định một mặt phẳng, một bất 
phương trình bậc nhất ax + by + cz < đ xác định một nửa không gian. 
2. Siêu phăng: 

Cho c = (ei, cạ,.... cạ) e R” (c # 0) và œ e R. Tập hợp tất cả các điểm 
x= (XI, Xạ,..., xụ) e R” thoả mãn phương trình bậc nhất (tuyến tính) 

C¡X¡i † C2X¿ +... + CaXụ = Œ 
được gọi là một siêu phẳng trong R", ký hiệu là H(c,œ). 


Siêu phãng H(c,œ) là giao của hai tập hợp {xeR": <a,x> < œ} và 
{xeR”: <a,x> > œ), ký hiệu lần lượt là H(c,œ), HÌ(c,ơ). 
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H(c,œ) và HÌ(c,œ) gọi là các nửa không gian đóng. Các tập 
hợp{xe R”: <a,x> < œ } và {x e R”: <a,x> > œ } gọi là các nửa không 
gian mở. 


Ví dụ : Đường thắng xị + 2xạ = 2 là một siêu phăng trong R. 
2.4. Tập hợp lồi 
Một tập hợp CC _R" gọi là zập lồi nếu 
Vx,yeC,0<As I—=AÀx+(I-A)yeC, 


tức là nêu C chứa hai điểm nào đó thì nó chứa cả đoạn thăng nỗi 
hai điểm ấy, 


_€DL ]C7 


Các tập hợp lỗi 


œ)Ø 


Các tập hợp không lồi 
Các ví dụ về tập hợp lôi : toàn không gian R”, siêu phăng, nửa 
không gian đóng (mở), hình cầu trong RẺ; hình tam giác, hình vuông, 
hình tròn, hình elip, mặt phăng, nửa mặt phẳng trong RỶ... Tuy nhiên, 
đường tròn hay hình vành khăn không phải là tập hợp lôi. 
Một số tính chất cơ bản của các tập hợp lồi 
a) Giao của một số bất kỳ tập hợp lồi là lồi. 
b)_ Nếu hai tập hợp C, D là tập lỗi thì C + D, œC (œ e R) cũng lồi. 
c)_ Tập hợp tất cả các tổ hợp lỗi của một số hữu hạn điểm trong R” là một 
tập hợp lôi. 


e Điểm cực biên : Một điểm x của tập hợp lỗi C gọi là một điểm cực 
biên của C nếu x không thể biểu diễn đưới dạng một tổ hợp lồi của hai 
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điểm khác biệt bất kỳ nào khác của C, tức là không tổn tại y, z œ C, 
y#z, sao cho x =^Ày + (1-À)z với 0 <^À < ]. 


Tập hợp các điểm cực biên của C ký hiệu là È. Số điểm cực biên 
của một tập hợp lôi có thê là hữu hạn hay vô hạn. 


Các ví dụ về điểm cực biên : trong R7 mỗi đỉnh của một tam giác là 
một điểm cực biên của nó, mỗi điểm trên đường tròn lả một điểm cực 
biên của hình tròn bao gồm cả vòng tròn chu vi. Nếu tập hợp lồi không 
chứa biên thì nó không có điểm cực biên. 


9, 


Ví dụ về điểm cực biên 


Cho trước một tập hợp tuỳ ý C R, bao giờ cũng tồn tại một tập 
hợp lồi nhỏ nhất bao hàm C (giao của tất cả các tập hợp lồi bao hảm C), 
đó là tập hợp tất cả các tổ hợp lỗi của các điểm thuộc C. Tập hợp này 
gọi là bzø lối của C và được ký hiệu là convC. Ví dụ: khi C là 8 đỉnh 
của một hình lập phương thì convC là toàn bộ hình lập phương đó. 
2.5. Tập hợp lỗi đa diện hay khuc lôi 

Một tập hợp lồi mà nó là giao của một số hữu hạn nửa không gian 
đóng gọi là một /áp hợp lôi đa điện hay một khuc lôi. Nói cụ thê hơn, đó 
là tập hợp các điểm x e R” nghiệm đung Ax < b, trong đó A là một ma 
trận mxn và b e R”. Một khuc lôi có thê không giới nội. 

: Một khuc lồi giới nội còn được gọi là một đa điện lôi. Các đa giác 

lôi theo nghĩa thông thường trong R“ là những ví dụ hiển nhiên wê đa 
điện lôi. 


Khuc lồi không giới nội Đa diện lồi 


“Ta có định lý biểu điễn sau đây đối với các tập hợp lỗi đa điện 
(khuc lỗi). 
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Định lý 2.1. 
4a) Bất kỳ điểm x thuộc đa diện lôi C đễu có thể biểu diễn dưới dạng tổ 
hợp lôi của một số hữu hạn điểm cực biên của C, tức là : 


xeC>—x= Sợ với Â¡ >0, ZÄ¡ = 1, ư (ỉ = Ì...., p) là các 
=l 
đính của C. 


b) Với khuc lôi C không giới nội, mỗi xe C có thể biểu diễn dưới dạng 
một tổ hợp lôi của các định của C cộng với một tổ hợp tuyến tính 
không âm của các phương cực biên của C, nghĩa là xe C > 


x=5;A'+ 3. n,v!, với À¡ >0, XÀ¡ = 1, „ >0, Ivà J hữu hạn, u là 
jel JeJ 
các đỉnh của € (ïe ]), v (e J) là phương của các cạnh vô hạn của C. 
2.6. Hàm tuyến tính và hàm tuyến tính añn 


Một hởm tuyến tính (hay dạng tuyến tính) trong R° là một hàm số 
có dạng 


Ẩf{x) = <c,X> = CIXỊ + (2X; +... + CnXn, 


trong đó c = (€, ca, ..., cạn) e R” cho trước tuỳ ý. Dĩ nhiên, với mọi 
x,yR* và mọi số thực ^. ta có 


f{x + y) = f(Q + fy), KAx) = ÀAf@. 
Một hàm tuyến tỉnh aƒìn là một hàm số có dạng 
Í{x) = <C,X> + Œ, 
trong đỏ o e R”,ơ e R cho trước tuỷ ý. Nếu f{x) là hảm tuyến tính 
afin thì với mỗi x, y e R” và mọi sô thực À, w sao cho À, + ti = Ï ta có 
f(Âx + ny) = XÍ(x) + HẾ(y). 
2.7. Hàm lỗi và hàm lõm 
Một hàm Íf(x) xác định trên một tập hợp lồi C c R" gọi là /đi trên C 
nêu với mọi x, y e C và mọi số thực À2 e [0,1] ta cỏ 
fAx t(l-A)y] < Af@) + (1 - À)fÿ). 


Nếu bất đăng thức trên thoả mãn với đấu < với mọi x # y và 
0 <2} < Ì thì hàm x) gọi là lôi chạt. 
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Hàm ffx) gọi là lõm (lõm chặp) nếu -f(x) là lồi (lồi chặ:). 


Rõ ràng hàm tuyến tính añn Ñx) = <c,x> + œ là vừa lồi vừa lõm, vì 
với mọi X, y e R° và mọi số thực ^ ta có f[Âx + (l - À)y] = AẤx) + 
(1 -1)fy). Tuy nhiên, hàm đó không phải là hàm lôi chặt hay lồm chặt. 


Cho hàm số thực f(x) xác định trên một tập khác rỗng C c R*. Ta 
nói điểm x? eC là điểm cực tiêu tuyệt đối (hay cực tiểu toàn cục) của Ý 
trên C nếu f(x”) < fx), với mọi x e C. Điểm x” e C gọi là điểm cực tiểu 
địa phương của f nếu tôn tại số e > 0 sao cho f{x') < f{x), với mọi x  C 


thỏa mãn l* —X "\ <E. 


Các khái niệm điểm cực đại địa phương và cực đại tuyệt đối (hay 
cực đại toàn cục) được định nghĩa tương tự. Định lý sau đây nói lên một 
tỉnh chất rất đáng chu ý là : bất kỳ điểm cực tiểu địa phương nảo của 
một hàm lỗi trên một tập hợp lồi cũng là điểm cực tiểu tuyệt đối. 


Định lý 2.2. 


Cho f{x) là hàm lôi xác định trên tập hợp lỗi C. Nếu x2 e C là mội 
điểm cực tiểu địa phương của ƒ thì xˆ cũng là điểm cực tiểu toàn 
cục của ƒ trên C. 


Hệ quả. 
-_ Bất cứ điểm cực đại địa phương nào của một hàm lõm trên một lập 
hợp lôi cũng là điêm cực đại tuyệt đôi. 
BÀI TẬP 
1. Cho C; D là hai tập hợp lồi trong R”. Chứng mính răng C  D, C + D 
và C - D là các tập hợp lỗi. 
2. Chứng minh răng các nửa không gian của R" xác định bởi siêu phẳng 
H(c,œ)= {xe R°:<cx>=d} 
với c  R”, c z0 và œ e R là những tập hợp lôi. 
3. Chứng minh rằng các tập hợp sau đây là các tập hợp lềi: 
a) A={(Xi,X;) € R?:x;>axi+b, abeR} 
b) B={(xi,X2) 6 RỶ : X; > axi” (a> 0) } 
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e) C=({(xi,X:) eRŸ: XI) +x;z?< m} 
4. Chứng tỏ K = { Œị, X2) € R: x; < ax¡” (a > 0) } không phải là tập 
hợp lôi. 
5. Biểu điển trọng tâm của tam giác ABC dưới dạng tổ hợp lôi của các 
đỉnh A, B, C. 
Xét trường hợp các đình có toạ độ : À = (-1, -I), B = (1, 3), C= @G,1). 
6. Vẽ miễn thoả mãn các bất phương trình tuyến tính (bậc nhất) sau: 
-2xi+Sx„<lO0, -Xxi†3x¿<3,  2x¡i†x;ạ< 6, Xi+2xXx;¿>32. 
Chỉ rõ các điểm cực biên (đỉnh) của miền này. 
7. Chứng minh rằng một tổ hợp tuyến tính không âm bất kỳ của các 
hàm lôi là một hảm lỗi. 


8. Hãy xác định xem các hàm sau đây có phải là hàm lồi hay không? 


a) |x| với mọi x e R. b) e” với mọi x e R. 
©) (x - I với l<x<+œ, đ) (x- L với 0<x<+ø. 
e) log x với 0 <x<+œ. Ðe với 0 <x<+œ. 


9. Cho f{x) là một hàm lồi trên một tập hợp lồi C khác rỗng trong R". 
Chứng minh rằng tập hợp các điểm (x,†) e R"xR sao cho x e C và t 
> x) là một tập hợp lồi. 

10. Cho A là ma trân mxn, b e R”. Chứng minh răng tập hợp sau đây là 
li: 


D=(xeR”:Ax=b,x>O} 


(D là tập hợp các phương án của bài toán qui hoạch tuyến tính dạng 
chính tắc). 


11. Cho gi(x), ¡ = 1,... , m, là các hàm lỗi, 'hi@%), J=,..., p, là các hàm 
tuyến tỉnh afñn, x e R”. Chứng minh rằng tập TH: sau đầy là lồi: 


M={xeR'”: g4) <0,¡i= 1,..., m; h(x) = 0,j =1,...,p;x> O} 


(M là tập hợp các phương án của bải toán qui hoạch lỗi dạng 
chuân}. 
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Chương 2: 
QUI HOẠCH TUYẾN TÍNH 


Qui hoạch tuyến tính (Linear Programming) khai sinh lịch sử phát 
triển của mỉnh từ năm 1332, khi nhà toán học Nga nổi tiếng, Viện sĩ 
L.V. Kantorovich để xuất những thuật toán đầu tiên đề giải nó trong 
một loạt công trình nghiên cứu vệ kế hoạch hoá sản xuất, và nó thực sự 
phát triển mạnh mẽ kể từ khi nhà toán học Mỹ G.B. Dantzig để xuất 
phương pháp đơn hình (simplex method) giải qui hoạch tuyến tính vào. 
năm 1947 để giải các bài toán xuất phát từ việc lập kế hoạch cho không 
quân Mỹ. Vậy có thể nói là, cũng như phép tính vị tích phân hình thành 
vào thể kỷ 17 từ việc giải các bải toán cơ học, qui hoạch tuyến tính hình 
thành vào giữa thế kỷ 20 do nhu cầu của các bài toản quản lý. Qui hoạch 
tuyến tính ngay từ khi ra đời đã chiếm một vị trí hết Sức quan trọng trong 
tối ưu hóa. Trước hết mô hình tuyến tính là mô hinh rất phô biến trong thực 
tế, vì tính đơn giản dễ hiểu của nó. Mặt khác, về mặt lý thuyết, có thể xấp 
xi với độ chỉnh xác cao các bài toán tôi tru phi tuyến bởi đãy các bài toán 
qui hoạch tuyên tính. 


§1. MỘT SỐ VÍ DỤ VỀ BÀI TOÁN QUI HOẠCH 
TUYẾN TÍNH 


1.1. Bài toán lập kế hoạch sản xuất 


Một xỉ nghiệp dự định sản xuất hai loại sản phẩm là S¡ và S;. Để 
làm được một đơn vị S¡ cân 4 đơn vị vật liệu Vị, 5 đơn vị vật liệu V›. 
Để làm được l đơn vị Sa cần 3 đơn vị Vị, 2 đơn vị Vạ. Giá bản một đơn 
vị S¡ là 50 ngàn đồng, một đơn vị S› là 30 ngàn đồng. 


__ Hỏi xí nghiệp nên sản xuất bao nhiêu đơn vị sản phẩm S¡ và 8 để 
tổng thu nhập là lớn nhất, biết răng xí nghiệp chỉ có 1.200 đơn vị vật 
liệu Vị và 1.080 đơn vị vật liện Vạ. 
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Chỉ phi 
vật liêu 


Vật liêu 
Vì R 1.200 
Vị: 1.080 


Giá bán I đơn vị SP 


5 
50.000 đ 


Mô hình toán học. Gọi Xị, X2 lần lượt là số đơn vị sản phẩm SỊị,& 
cần sản xuất. Số đơn vị vật liệu Vì cần có là 4xị + 3x¿. Do xí nghiệp chỉ 
có 1.200 đơn vị vật liệu Vị nên xị Và X2 phải thỏa mãn 


4xị + 3x¿ < 1.200. 
Tương tự, sổ đơn vị vật liệu V; cẩn có là 5x¡ + 2xa, vì thể xị và x; 
phải thoả mãn 
5xị + 2x¿ <Š 1.080. 
Tất nhiên ta còn phải có xị > 0 và xạ > 0. 


Tổng thu nhập của xí nghiệp (cần làm cực đại) sẽ là f= 50x¡ + 30x; 
(ngán đông). 


Vậy bài toán đặt ra được phát biểu thành: Tìm các biến số Xị và Xa 
sao cho: 


f =S50xị + 30x; —> max, 
với các điều kiện 
—— 4xy + 3x; < 1200, 
5x + 2x < 1.080, (1L. 
Xxị >0,x¿ạ >0, 
1.2. Bài toán xác định khẩu phần thức ăn 


Một xí nghiệp chăn nuôi cần mua hai loại thức ăn tổng hợp Tì, T; 
cho gia suc với tỉ lệ chế biến: 1 kg T¡ chứa 3 đơn vị dinh dưỡng Dị 
(chất béo), I đơn vị đình đưỡng Dạ (Hyđrat cacbon) và 1 đơn vị đỉnh 
đưỡng D; (Protein); l kg Ta chứa l đơn vị Dạ, I đơn vị Dạ và 2 đơn vị 
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Dạ. Mỗi bữa ăn cho gia suc cần tối thiểu 60 đơn vị Dạ, 40 đơn vị Da và 
60 đơn vị Da. Hỏi xỉ nghiệp cần mua bao nhiêu kg Tì, T› cho mỗi bữa 
ăn, sao cho vừa đảm bảo tốt đinh đưỡng cho bữa ăn của gia suc, vừa để 
tổng số tiền chỉ mua thức ăn là nhỏ nhất. Cho biết 1 kg T¡ giá 20 ngàn 
đồng, 1 kg Tạ giá l5 ngàn đồng. 


Các chất 


Mô hình toán học. Gọi xị, X¿ lần lượt là sỐ Hn thức ăn T\ị, T; cần 
mua cho mỗi bữa ăn. Số đơn vị chất Dạ có trong mỗi bữa ăn là 3xị + x¿, 
vì thế xị và xạ cần thỏa mãn 


3xị + x¿ > 60, 


Tương tự, để đáp ứng nhu cầu về chất Dạ và Dạ cho mỗi bữa ăn, xị 
Và x¿ cần thỏa mãn 


Xịạ + X; > 40, 

Xxị † 2x; > Ó0, 
Tất nhiên, ta cũng đòi hỏi 

Xị > Ö và x¿ > Ö. 


Số tiền chỉ mua thức ăn (cần làm cực tiểu) bằng f = 20xị + 15x¿ 
(ngàn đồng). 


Vậy bài toán nêu trên được phát biểu thành: Tim các biến số xị và 
X¿ sao cho 


f=20x¡ + lÃx; — min, 


với các điều kiện 


3x:†+x¿ > 60, 

xị +x¿ > 40, (1.2) 
Xị+2x¿ > 60, 

Xxịi>0,x;>0. 


1.3. Bài toán vận tải 


Cần vận chuyển xi mãng từ 3 kho K, Ka, K; tới 4 công trường xây 
dựng Tì, Tạ, T›;, Tạ. Cho biết lượng xi măng có ở mỗi kho, lượng xỉ 
mãng cân ở mỗi công trường và giá cước vận chuyển (ngàn đồng) một 
tân xi măng từ môi kho tới mỗi công trường như sau : 


ñö% mững - trường xây dựng 
T : 130 tấn : 120 ï=a 


Ka¿ : 200 tấn 
K; : 180 tấn 


Vẫn để là tìm kế hoạch vận chuyền xi măng từ các kho tới các công 
trường sao cho mọi kho phát hệt lượng xi măng có, mọi công trường 
nhận đủ lượng xi măng cân và tông chi phí vận chuyên là nhỏ nhât? 


Vấn đề nêu trên cỏ thể mô hình hoá như sau: Đặt x¡ là lượng xi măng 
cần vận chuyển từ kho K; (¡ = I, 2, 3) tới công trường T; (j = 1, 2, 3, 4). 


Các biến số cần thoả mãn các điều kiện Sâu: 
4i ÐXị; + Xịa + xịa = 170 (kho Kị giao hết lượng xi măng có), ' 
Xại + Xa + Xạ; + Xạa = 200 (kho K; giao hết lượng xi măng có), 
Xãi † X32 † X3; † X3¿ = 180 (kho Ka giao hết lượng xI măng có), 
Xi £ Xại + Xại = 130 (công trường T¡ nhận đủ số xì măng cần), (1.3) 
XI2 † X2; † Xã: = 160 (công trường T› nhận đủ SỐ Xi măng cần), 
Xia + Xz¿ + Xạ; = 120 (công trường T; nhận đủ số xi măng cần), 
XỊ4 † X24 † Xã+= 140 (công trường T¡ nhận đủ số XỈ măng cần), 


Xxụ >0,1= 1, 2, 3; j = l, 2, 3, 4 (ượng hảng vận chuyển không âm), 
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Tổng chỉ phi vận chuyền (cần làm cực tiểu) bằng: f= 20X¡¡ + 18x¡; 
+ 22xịa + 25X1a© 15X3¡ + 25X¿¿ + 30X3‡‡ † 15X¿¿ + 45Xai + 30X:;¿ + 4ÖX+; 
+ 35%ãa. 
Vậy bài toán trở thành : Tim các biến số xị thỏa mãn các điều kiện 
(1.3) sao cho hàm f đạt cực tiểu (f —> min). 
1.4. Bài toán pha cắt vật liệu 


Trong thực tế ta thường phải cất những vật liệu dài (thanh thép, 
ống nước, băng giấy.. .) có độ đài cho trước thành những đoạn ngăn hơn 
với SỐ lượng nhất định để sử dụng. Nên cắt như rhế nào cho tốn ít vật 
liệu nhất ? 


Ví dụ: ruột phân xưởng cốt thép có những thanh thép nguyên dài 
3,8 mét, cần cắt thành ba loại đoạn ngăn hơn T:, 1à, Tạ với độ đài tương 
ứng 1,8 mét, 1,4 mét và 1,0 mét. Có tất cả 5 mẫu cắt khác nhau (xem 
bảng đưới đây). 


: Mẫu cắt 
Loại đoạn cân 


T¡ dài 1,8” 
Tạ dài 1,4” 
T¡ dài 1,0” 


Phần thừa 


Hỏi cần phải cất theo mỗi mẫu bao nhiêu thanh thép nguyên đề vừa 
có đủ số lượng các đoạn Tị, Tạ, Tạ mà phân xưởng cần, vừa sao cho 
tổng phần thép thừa là nhỏ nhất 2 


Mô hình toán học. Gọi x; @ = 1,..., 5) là số thanh thép nguyễn cần 
cất theo mẫu j. Số đoạn Tị thu được là 2Xi + Xạ + x¿. Phân xưởng cần có 
400 đoạn T¡. Vì thế, các biển số phải thỏa mãn 


2%) + X3 + Xs = 400. 


Tương tự, đề thu được số đoạn T; và Tì phân xưởng cần, các biến 
số phải thoả mãn 


2x¿ + X;: = 400, 
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X¿ †+ 2x; + 3x¿ = 1.300, 
Tổng số thép thừa bằng f = 0,2 xị + 0,8 x4 + 0,6 x¿ (mét). 


Bài toản trên sẽ được phát biểu thành: Tìm các biến số Xị, X¿, Xã, 
X4, Xz sao cho 


f=0,2x; + 0,5x¿ + 06x; —> mi, 
với các điều kiện 
2x + Xa + xs = 400, 
2x; + x; = 400, (1.4) 
Xz + 2xx + 3x4 = 1.300. 


x¡ >0,]=1,2,3,4, 5. 


§2. CÁC DẠNG BÀI TOÁN QUI HOẠCH TUYẾN TÍNH 


Qui hoạch tuyến tính là bài toán tìm cực tiểu (hay cực đại) của một 
hàm tuyên tính f(x) trên một khuc lôi D c R" được xác định bởi một hệ 
các phương trình và/hoặc bât phương trình tuyên tính cho trước. 


2.1. Bài toán tổng quát 


Bài toán này có đạng: Tìm các biến số xị, X2,..., Xn SAO Cho: 
ñ ) 

Í)= 3c, —> min (hay max) (2.]) 
rl 

thỏa mãn điều kiện 


( Nay, < bị, 1= 1, .g mIỊ, (2.2) 


: \1- 
mo 

* 
IV 


bị, ¡ = mì + Í,..., tị + mạ, @23) 


À;ajxị = bụ í =mị + mạ + 1,...,m, (2.4) 


x¡>0,J= 1... m, xị <0, =nị + ],..., nị + nạ <n, (2.5) 
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Trong bài toán trên, f gọi là hàm mục tiêu, mỗi hệ thức ở (2.2) - 
(2.5) gọi là một ràng buộc. Mỗi ràng buộc (2.2) - (2.4) gọi là một rảng 
buộc chính (dạng đăng thức hay bất đăng thức), mỗi ràng buộc x¡ > 0 
hay x¡ < 0 gọi là một ràng buộc về dấu. 


Điểm x = (XỊ, X¿,..., Xa) e Rˆ thỏa mãn mọi ràng buộc gọi là một 
điểm chấp nhận được, hay: một phương án. Tập hợp tất cả các phương 
án, ký hiệu là D, gọi là miễn ràng buộc hay miễn chấp nhận được. Một 
phương án thoả mãn (2.1) gọi là một phương án tối ưu hay một lời giải 
của bài toản đã cho. 

Bài toán có ít nhất một phương án tối ưu gọi là bài toán có lởi giải. 
Bài toán không có phương án (miễn ràng buộc rỗng D = Ø) hoặc có 
phương án nhưng không có phương án tối ưu, do hàm mục tiêu giảm vô 
hạn (bài toán tìm min) hoặc tăng vô hạn (bài toán tìm max), gọi là bài 
toán không có lời giải. 

Chu ý: 

e mì là số ràng buộc <, mạ là số ràng buộc >, m là tổng số các ràng 
buộc chính, n là số biến số của bài toán, nị là số ràng buộc x¡ > 0, nạ 
là số tảng buộc x¡ < 0 (có thể nị = 0, nạ = 0). Nếu không có các ràng 
buộc < thì mị = 0, không có ràng buộc > thì mạ = 0, không có ràng 
buộc = thì m = mị + mạ. 


e _ Với bài toán bất kỳ, bao giờ ta cũng có thể viết các ràng buộc chính 
ở dạng sao cho mọi bị >0, 1= 1, „m (nếu có bị < 0 ta nhân cả hai 
về của ràng buộc ¡ với -1, rồi đổi chiều dấu bất đăng thức và sắp xếp 
lại thứ tự các ràng buộc chính nếu cần). 


2.2. Dạng chính tắc và dạng chuẩn tắc | 
Người ta thường xét bài toán qui hoạch tuyến tính ở hai đạng sau 
đây: 


n 
e©_ Dạng chính tắc: (f(x)= 3_,c¡x¡ —> min (hay max), 


II” z2 Chương 2 - Qui hoạch tuyến tính 


(ràng buộc chính chỉ là các đăng thức và mọi biến đều không ` 
-âm).Ví dụ: mô hình bài toán vận tải hay mô hình bải toán pha cất vật 
liệu nêu ở §1 có dạng chính tặc. 


+ Dạng chuẩn hay chuẩn tắc: 


fq&)= Sen ¡ —> min (hay max), 


San x;>(<)b,i=1,2,. 


>0,j = I,2,..,n, 

(ràng buộc chính chỉ gồm các bất đẳng thức > đối với bài toán min 
hoặc < đổi với bài toán max, và mọi biên đều không âm). Ví dụ: mô 
hình bài toán xác định khâu phân thức ăn hay mô hình bài toán lập kế 
hoạch sản xuất đã xét ở §1 có dạng chuẩn. 


Đề viết bài toán gọn hơn, ta dùng các ký hiệu véctơ và ma trận sau: 


â¡i 314) Äịn # bị li 
32i 422 82n đại bạ C 
A= l Ai = „ be "..- $ 
âm 3m2 ˆ'*ˆ 3mm Âmj Bm Cạ 
XỊ 0 
Xã 0 
x=|., O=l|..Ị. Ũ 
X 0 


(A là ma trận mxn gồm các hệ số ở về trái ràng buộc chính, A; là 
véctơ cột thứ j của ma trận À tương ứng với biến ,Xị, b là vÉctơ các hệ số 
ở về phải ràng buộc chính, c là véctơ các hệ sô ở hàm mục tiêu, x là 
véctơ các ân số, O là véctơ không. Tất cả các véctơ này đều là các véctơ 
cột). 


Với các ký hiệu trên, bài toán qui hoạch tuyến tính chính tắc có 
đạng : 
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min {(f{(x) = <c,x> : Ax = b, x > 0} hay max {Íf(x) = <c,x> : Àx =b, x > 0} 
(<c,x> là tích vô hướng của hai véctơ c và x). 
Bài toán qui hoạch tuyến tính chuẩn tắc có dạng: 
mm{f{x) = <c,x> : Ax >b, x > 0} hay max{fx) = <c,x> : Ax <b, x > 0}. 
2.3. Chuyển đổi đạng bài toán qui hoạch tuyến tính 


Bằng cách thực hiện các phép biển đổi nêu dưới đây, ta có thể 
chuyển bài toán qui hoạch tuyên tính từ đạng này sang dạng khác. Vì 
vậy, ta chỉ cần chọn một đạng thuận tiện để nghiên cứu là đủ (thường là 
dạng chính tắc) mà không làm mất tính tông quát của các kết quả. 
nghiên cứu. 


X¿:= bị có thể thay bằng 2 ràng 


a) Mỗi ràng buộc đăng thức Nay ñ 


J=1 
bộc bất đăng thức 


Sam ¡ < bị và San ¡>Ði 


b) Mỗi ràng buộc bất đăng thức 
3m, <b, hoặc 3u bị, 


có thế đưa về ràng buộc đăng thức nhờ thêm vào một biến mới, gọt 
là biển phụ, Xmai > Ú: 


>>. ¡=b, hoặc YĐajx,—x Xe = Đị. 
/ }l 


c) Một ràng buộc x.. ¡# Bi có thể viết lại thành —  aux, > xị >- bị 
j=l j=l 
hoặc ngược lại. 
đ) Nếu biến x¡ không bị ràng buộc về dấu thì ta có thể thay nó bởi 


hiệu của hai biến không âm bằng cách đặt x¡=xj —x; với 
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xj >0,xị >0, Còn nếu x¡ < 0 thì bằng cách đặt biến mới 
Vị = - Xị ta sẽ có yị > 0. 


e) Bài toán tìm cực đại: g —> max có thể đưa về bài toán tìm cực 
tiểu: f= - g —> min với cùng các ràng buộc và ta có hệ thức 


max{g(x): x e D} =- min{fx): xe D)}. 
Ví dụ. Đưa bài toán qui hoạch tuyến tính sau về dạng chính tắc và 
đạng chuẩn tắc 
fẨx)=2x:- X¿ —> mm, 
với điều kiện: 
Xị-2X¿+X: <2, 
2XxI-2X;-X: >3, 
XịỊ+ Xa+X‡:=4, 
Xa>0, xa>0. 


° Dạng chính tắc: bằng cách thay xị = X4 - X¿ Với X4, Xs > 0 và thêm 2 
biến phụ Xs, x; > Ö, ta đi đến bài toán: 


Ñx)= -X¿ + 2x4 - 2X; —> mịn, 
với điều kiện: 
-2X; + Xị† X4- Xs†?X¿=2, 
-2X2 - X:s†+2Xa- 2X; -X+ =4, 
Xạ + X:†? X4¬ Xs:=Ả, 
x¡>0,1=2,3, 4, 5,6,7. 


s Dạng, chuẩn tắc: bảng cách thay XỊ = Xã - Xs VỚI X4, Xs > Ô, đổi dẫn 
hai vế bất đẳng thức đầu và thay bất đăng thức cuối bằng hai bất 
đăng thức >, ta đi đến bài toán: 


fx)=- Xạ+ 2xa - 2X; — mịn, 


với điều kiện: 
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min {fx) = <c,x> : Ax = b, x > 0} hay max {f(x) = <c,x> :Ax=b,x>0} 
(<c,x> là tích vô hướng của hai vẻctơ c và X). 
Bài toán qui hoạch tuyến tỉnh chuẩn tắc có dạng: 
min{ffx) = <c,x> : Ax >b, x > 0} hay max{fX) = <e,X> : Ax <b, x > 0}. 
2.3. Chuyển đổi đạng bài toán qui hoạch tuyến tính 


Bảng cách thực hiện các phép biến đổi nêu dưới đây, ta có thể 
chuyên bải toán qui hoạch tuyến tỉnh từ đạng này sang dạng khác. Vì 
vậy, ta chỉ cần chọn một dạng thuận tiện đề nghiền cứu là đủ (thường là 
dạng chính tắc) mà không làm mất tính tổng quát của các kết quả. 
nighiên cứu. 


h 
a) Mỗi ràng buộc đăng thức 2 aXị*= bị có thể thay băng 2 ràng 
I 
bộc bất đăng thức 
n n 
3_apxj:< bị và . >bị. 
I 


b) Mãi ràng buộc bất đẳng thức 
n Uì 
2 _ajX: <b, hoặc 2 ayX, > bị, 
1 = 


có thể đưa về ràng buộc đăng thức nhờ thêm vào một biến mới, gọi 
là biển phụ, Xa+i > Ö: 


n n 
3›ayX; +Xn¿:= b, hoặc - —Xn¿i = bị. 
m" = 


1 n 
©) Một ràng buộc 3 "a,x; < bạ có thể viết lại thành —3"ax; > - bị 
¿l lì 


hoặc ngược lại. 
d) Nếu biến x; không bị ràng huộc về đấu thì ta có thể thay nó bởi 


hiệu của hai biến không âm bằng cách đặt Xị =Xj ~Xị VỚI 


` : ®© 
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2X¿ -X3- Xa Xs>-2, 
-2X¿ - Xà + 2Xa - 2Xs > 3, 
Xa †X: +X4-X; 2 4, 
-X¿ -Xạ - X4 +Xs 2-4, 
Xị >0, 1=2,3,4, 5. 
2.4. Phương pháp hình học giải qui hoạch tuyến tính hai biến 
Khi bải toán chỉ có hai biến, ta có thể giải qui hoạch tuyến tính 
bằng hình học dễ dàng. Chú ý rằng trường hợp riêng này cũng cho phép 
ta tưởng tượng hình học về bải toán tông quát, 
Xét bài toán qui hoạch tuyến tính với hai Biến số 
kUÔNG =GIXI †C2X2: X= (XI,X¿) eD} với - 
= {x e RŸ: aixi + aax¿ < bị, ï= l,2,..., m, xị >0, j = 1, 2}. 


Như đã biết, mỗi bất phương trình tuyển tính anXị + aaX¿ < bị và 
mỗi ràng buộc về dấu xị > 0 xác định trong RỶ một nửa mặt phăng. 


Như vậy, miễn ràng buộc D là giao của m + 2 nửa mặt phăng và sẽ 
là một khuc lồi trong RẺ. Phương trình cịXị + e;X¿ = œ khí œ thay đôi sẽ 
xác định trên mặt phăng các đường thăng song song với nhau mà ta sẽ 
gọi là các đường mức (VỚI giá trị mức c\). 

Theo ngôn ngữ hình học, bài toán trở thành: trong số các đường 
rnức cắt Ð hãy tìm đường mức với giá trị mức œ lớn nhất. 

Nếu dịch chuyển song song các đường mức theo hướng véctơ pháp 
tuyến c = (cục) th giá trị mức sẽ tăng, còn nếu dịch chuyển theo hướng 


ngược lại thì giá trị mức sẽ giảm. Vì vậy, để giải bài toán đặt ra ta tiến 
hành như sau. 


Bắt đầu từ một đường mức cắt D ta dịch chuyển song song nó theo 
hướng véctơ pháp tuyển c = (cì,c2) cho đến khi việc dịch chuyển tiếp 
theo làm cho đường mức không cắt D nữa thì đừng. Điểm của D (có thể 
nhiều) năm trên đường mức cuối cùng này sẽ là một lời giải cần tìm của 
_ bài toán, còn giá trị mức đó chính là giá trị lớn nhất của hàm mục tiêu f. 


Ví dụ. Giải bài toán lập kế hoạch sản xuất nêu ở §1: 


max{50xi + 30x¿ : 4xị + 3x; < 1200, 5xị + 2x: < 1080, xị >O, xạ > Ö0}. 


200-... T=s0x,+ 30x; =.13.200 
100 ¬Ă..., 
su ši — 


bội 


Miễn ràng buộc của bài toán này là tử giác lỗi OABC. Mỗi đỉnh 
của nỏ (O, A, B, C) là giao điểm của 2 đường thăng tương ứng với 2 
rảng buộc khác nhau. Xét đường mức 50x¡ + 30x; = 6.000. Đường 
thẳng này đi qua hai điểm (120, 0) và (0, 200). Lời giải của bài toán đạt 
tại đỉnh B = (120, 240) và fmax = 13.200. (Phương án tôi ưu: sản xuất 
120 sản phẩm S¡, 240 sản phẩm Sạ. Tổng thu nhập lớn nhất xí nghiệp thu 
được: 13,2 triệu đồng). 


Bảng cách giải tương tự, có thể thấy lời giải của bài toán xác định 
khẩu phần ăn ở §I là x” = (10, 30) và fmin = 650. Vậy, phương án tối ưu 
là: môi bữa ăn mua 10 kg thức ăn Tị và 30 kg thức ăn Tạ. Chị phí nhỏ 
nhất cho mỗi bữa ăn phải trả là 650 ngàn đông. 

Qua phương pháp giải trình bày trên ta thấy: 
a) Nếu miễn ràng buộc D của bài toán qui hoạch tuyến tỉnh khác rỗng 
và giới nội thì bài toán chắc chắn sẽ có lời giải. 


b) Nếu bài toán qui hoạch tuyến tỉnh có lời giải thì cỏ ít nhất một đỉnh 
của miền rằng buộc D là lời giải. Sở đĩ nói ít nhất là vì có trường 
hợp đường mức ở vị trí giới hạn trùng với một cạnh (hữu hạn hay vô 
hạn) của D, khi đó mỗi điểm trên cạnh này đều là một lời giải. 


Vị thể, để giải bài toán qui hoạch tuyến tính ta chỉ cần xét các đỉnh 
của D (số đỉnh nảy là hữu hạn). Phương pháp đơn hình nêu ở chương 3 
sử dụng tính chât này. 


Với mỗi bài toán qui hoạch tuyến tính chỉ xây ra một trong ba 
trường hợp sau: 


e - Bài toán không có phương án (miễn ràng buộc D rỗng). 
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e - Bài toán có phương án, nhưng không có phương án tối ưu. 
e _ Bài toán có phương án tối ưu (lời giải). 


§3. MỘT SỐ TÍNH CHẤT CỦA BÀI TOÁN QUI 
HOẠCH TUYẾN TÍNH 


3.1. Tính chất chung 


Sau đây là một số tính chất đáng chu ý về bải toán qui hoạch tuyến 
tính. 


Định lý 3.1. 
Tập hợp D các phương ứn của bài toán qui hoạch tuyển tính (dạng 
bắt lỳ) là một khue lôi. 

Định lý 3.2 
(về sự tổn tại tời giải của bài toán qui hoạch tuyển tỉnh). Nếu một 
qui hoạch tuyển tính có ít nhất một phương án và hàm mục tiêu bị 


chặn dưới trong miễn ràng buộc (đối với bài toán mìn) thì bòi toản 
chắc chăn có phương án tối ưu. 


Nhận xét. 

Kết luận của định lý nói chung không còn đung đối với các bài toán 
không phải là một qui hoạch tuyên tính (hàm mục tiêu không phải là 
tuyên tính hoặc miền ràng buộc không phải là một khuc lôi). Đê rõ hơn, 
ta xét ví dụ cụ thể sau: 


f= x; min, với điều kiện xa 3 l, xị 3 Ô. 


Xị 


Miễn chấp nhận được D = {x e R: xịx› > 1, xị >0} là một tập hợp 
lôi khác rồng và hàm mục tiêu bị chặn dưới trong miễn này: x; > Ô với 
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mọi x = (Xị, x;)  D, Điểm (1⁄e, e) € D với mọi e > 0, nhưng không có 
(xị, 0) e D. Vì thê cận dưới của xạ không đạt được tại bât cứ điêm nào 
thuộc Ð. 
Cũng có thể lấy ví dụ với hàm mục tiêu phi tuyến và miễn ràng 
buộc là một khuc lồi cho thấy định lý trên không đưng. 
Định lý 3.3. 
Nếu x° là một phương án tối ưu của bài toán qui hoạch tuyến tịnh 
(dạng bất ) và nếu xì, x) @!z x?) là hai phương án thỏa mẫn 
x° = Âx! + (I-Ä)x, 0< A< L, thì x!, x2 cũng là các phương án tối tru. 
3.2. Phương án cực biên 
Một phương ấn x e D mà đồng thời là đỉnh của D gọi là một 


phương án cực biên, nghĩa là x không thể biểu diễn dưới dạng một tổ 
hợp lồi của bất cứ hai phương án bất kỳ nào khác của D. 


# Sau đây ta sẽ tập trung nghiên cứu bài toán qui hoạch tuyển tính 
dạng chính tắc với giả thiết m < n và ma trận A có hạng =m. 
Định lý 3.4. (Tính chất đặc trưng của các phương án cực biên) 
ĐỀ một phương án x?= EXI X9 xIK  ) của bài toán qui hoạch 
tuyển tính dạng chỉnh tắc là phương án cực biên, thì cần và đủ là 
hệ các véctơ cột A, của ma trận Ä ứng với các thành phần xì) > 0 là 
độc lập tuyên tính. 
Có thể đùng định lý trên để kiểm tra xem một véctơ cho trước có 
phải là phương án cực biên của bài toán hay không. 


Ví dụ 1. Cho bài toán qui hoạch tuyển tỉnh dạng chính tắc với các 
điều kiện sau: 


XỊ † X¿ † X:= Á4, 
XỊ - Xa =0, * @.]) 
xị>0,j =2 

Hãy cho biết các véctơ dưới đây 

x'=@, 2, 0), x”=(0, 0, 4), x=(1, 1,2) 

có phải là phương án cực biên của bài toán hay không ? 
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Giải. Kiểm tra trực tiếp ta thấy x', x7, xÌ thỏa mãn điều kiện (3.1) 
nên chung là các phương án của bài toán. Mặt khác, vì 


**[} *=b} srli 


nên ta thấy hệ {Ai, A2}; hệ gầm một véctơ {A¿ # O} là độc lập 
tuyến tính. Do đó x”, x” là các phương án cực biên của bài toán. cn hệ 
{Au A¿, A4) phụ thuộc tuyến tính (đo Ai + A¿ - 2Á¿ = O) nên xi không 
phải là phương án cực biên của bài toán.  ˆ 


Ví dụ 2. Cho bài toán qui hoạch tuyến tính dạng chính tắc với các 
điều kiện sau: 


3Xi+Xạ+2Xi =5, (3.2) 
2XI + X; +3x;: =5, 
2Xị+ Xị +X¿ =Ó, 
>0 (J=1,2,3,4). 
Xét xem véctơ x = (1, Ô, 1, 3) có phải là phương án cực biên của 
bài toản hay không? 


Giải. Kiểm tra trực tiếp ta thấy véctơ x thỏa mãn (3.2). Vậy x là 
một phương án của bài toán. Mặt khác, hệ 3 véctơ cột 


3 2 0 
2 1] . | 


độc lập tuyến tính (vì định thức | A›, As, A4Ì = 5 # 0) nên x là một 
phương án cực biên. 
Từ định lý nêu trên ta đễ dàng suy ra các tính chất sau đây: 
Hệ quả 3.1. 
Số phương án cực biên của bài toản qui hoạch tuyển tính dạng 
chính tặc là hữu hạn. 
Hệ quả 3.2. 
Số thành phân đương trong mỗi Phương án cực biên của bài toán 


qui hoạch tuyển tính dạng chính tắc tôi đa bằng m (m là số hàng 
của ma trận 4|). 
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Người ta phân ra hai loại phương án cực biên: nếu phương án cực 
biên có số thành phân đương đúng bằng m, nó được gọi là phương án cực 
biên không suy biển. Trái lại, nó được gọi là phương án cực biên suy biển. 


Một ứng dụng cụ thể nữa của các kết : quả trên là tìm các phương á án 
cực biên của một bài toán qui hoạch tuyến tính dạng chỉnh tắc có kích 
thước không lớn. Nếu biết thêm miễn ràng buộc của bài toán là giới nội 
thì có thể tìm lời giải của bài toán bảng cách tính và so sánh giá trị hảm 
mục tiêu tại các phương án cực biên tìm được. 


Ví dụ 3. Tìm các phương án cực biên không suy biển của bài toán 
qui hoạch tuyên tính với các ràng buộc sau: 


3xị - 2xạ t+3x:= 6, 
-XI†2X:- X:= 4, 
x¡ >0, J=1,2, 3. 


Giải. Bài toán này có m = 2 ràng buộc chính và n = 3 biến. Một 
phương án cực biền có nhiều nhất m = 2 thành phần dương, tức là có ít 
nhất n - m = I thành phần bằng 0. Vi thể, lần lượt cho Xị, Xạ, X: = Ô ta 
được: 


+ Với xị = 0, hệ phương trình trên cho ta xạ = 9/2; xạ = 5Š 

+ Với x› = 0, hệ phương trình trên vô nghiệm. 

+ Với x: = 0, hệ phương trình trên cho ta xị = 5; x¿ = 9⁄2. 
Như vậy, ta nhận được hai phương án của bài toán: (0, 2 HƯOÀC 
(5, Ỹ , 0). Kiểm tra trực tiếp cho thấy hệ {Az = (-2, 2)”, A3 = (8, -1)} và 


(Ai =6, -1)", Aa=(-2, 2)`} là độc lập tuyến tính, nên cả hai phương án 
trên đều là các phương án cực biên không suy biến (số thành phần 
đương bằng m = 2). 


Ví dụ 4. Tìm các phương án cực biên không suy biến của bài toán 
qui hoạch tuyên tính với các ràng buộc sau: 


Xị+X¿ †X; +xa¿= lŨ, 
2x; +X3-X4= Ó, 
>0,1=1,2,3,4. 
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Giải. Bài toán này có m = 2 ràng buộc chính và n = 4 biến. Một 
phương án cực biên có nhiều nhất m = 2 thành phần dương, í tức là có Ít 
nhất n - m = 2 thành phẩn bảng 0. Vì thể, lần lượt cho mỗi cặp biến 
XỊ, X2, X3, Xa = Ö ta ƯỢC: 


e© - Với xị =x¿ =0, hệ phương trình trên cho ta xạ = 8; xạ = 2. 
® - Với xị =x¡ = 0, hệ phương trình trên cho ta x¿ = 16/3; xa = 14/3. 


© Với xị = Xạ = 0, hệ phương trình trên vô nghiêm (không có nghiệm 
không âm). 


® - Với xạ = xạ = 0, hệ phương trình trên vô nghiêm (không có nghiệm. 
- không âm). 


® - Với x; = xa =0, hệ phương trình trên cho ta xị = 4; xã = 6. 
e© Với xạ=xa =0, hệ phương trình trên cho ta xị = 7; xa= 3. 
Như vậy ta nhận được các phương án sau đầy: 
x'=(0,0,8,2); x?=(0, 0, 3), x'=(4,0,6,0); xỶ= (7,3,0, 0). 
Kiểm tra trực tiếp cho thấy cả 4 phương án trên đều là các phương 
án cực biên không suy biến (số thành phần đương bằng m = 2). 
Định lý 3.5. 


Nếu bài toán qui hoạch tuyển tính dạng chỉnh tắc cỏ it nhất một 
phương án thì nó cũng có phương án cực biên (miên ràng buộc D 
có đính). 

Định lý 3.6. 


Nếu bài toán qui hoạch tuyến tỉnh dạng chính tắc có phương án tối 

ưu thì cũng có phương án cực biên tôi ưu. 

Các định lý trên cno phép tìm phương án tối ưu của bài toán qui 
hoạch tuyến tính chính tắc trong số các phương án cực biên của bài toán 
(số này là hữu hạn). 


3.3. Cơ sở của phương ấn cực biên 


Từ mục (3.2), suy ra mỗi phương án cực biển x có tương ứng m 
vectơ độc lập tuyên tính {A¡ : j e J}. Hệ {A¡: J e J} gọt là cơ sở của 
phương án cực biên x. Các vectơ A¿, } œ ] gọi là các vectơ cơ sở, ân xị 
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tương ứng gọi là ẩn cơ sở. Các vectơ và ẩn còn lại gọi là vectơ và ẩn phí 
cơ sở. 


Đối với phương án cực biển không suy biến thì chỉ có một cách 
chọn cơ sở duy nhất lâ hệ các vectơ A¡ ứng với các thành phần đương. 


_ Ví dụ 5. Cho bài toán qui hoạch tuyến tính đạng chính tắc với các 
điêu kiện sau: 
XỊ + X2 + X3 — | 
XỊI~-X2 =0 
x¡;>0,J =1,2,3. 
«_ x' = (1/2, 1⁄2, 0) là phương án cưc biên không suy biển và cơ sở là 
(An, A2}. 


e xÃ= = (0,0,1) là phương án cưc biên suy biến và cơ sở là (An À), 
{Aa, Aa}. 


Bài toán quy hoach tuyến. tính được gọi là không suy biển nếu tất cả 
phương án cực biên của nó đều không suy biến (tức là đều có số thảnh 
phần đương bằng mì). 


BÀI TẬP 


1. Một xí nghiệp đóng tàu đánh cá cần đóng hai loại tàu 100 mã lực và 
50 mã lực. Trong xí nghiệp có ba loại thợ chính quyết định sản 
lượng kế hoạch. Thợ rèn có 2000 công, thợ sắt có 3000 công và thợ 
mộc có 1500 công. Định mức lao động cho mỗi loại tàu được cho 
trong bảng sau: 
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lao động 
Loại thợ 
Thợ sắt (3000) 
Thợ rèn (2000) 
Thợ mộc (1500) 


100 mã lực 


50 mã lực 


(công/sản phẩm) 


Hỏi xỉ nghiệp nên đóng tàu mỗi loại bao nhiêu để đạt tổng số mã 
lực cao nhất ? 
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-2. Một xí nghiệp có thể sử dụng tối đa 510 giờ máy cản, 360 giờ máy 
tiện và 150 giờ máy mải để chế tạo ba loạt sản phẩm A, B và C. Đề 
chế tạo một đơn vị sản phẩm A cần 9 giờ máy cán, 5 giờ máy tiện, 3 
giờ máy mài; một đơn vị sản phẩm B cần 3 giờ máy cán, 4 giờ máy 
tiện; một đơn VÌ: sản phẩm C cần 5 giờ máy cán, 3 giờ máy tiện, 2 
giờ máy mài. Mỗi sản phẩm A trị giá 48 ngàn đồng, mỗi sản phẩm 
B trị giá 16 ngàn đồng và mỗi sản phẩm C trị giá 27 ngàn đồng.. 


Vấn đề đặt ra tả xi nghiệp cần chế tạo bao nhiêu đơn Vị sản phẩm: 
mỗi loại để tổng số giá trị sản phẩm xỉ nghiệp thu được là lớn nhật, với 
điều kiện không đùng quá số giờ hiện có của mỗi loại máy? 


3. Một xí nghiệp điện cơ sản xuất quạt điện các loại. Cần cắt từ một 
loại tấm tôn các cánh quạt điện theo ba kiểu A, B, C. Có 6 mẫu cắt 
khác nhau theo bảng sau:. 


Chỉ tiêu sản lượng sản phẩm của xỉ nghiệp phải hoàn thành ít nhất 
4000 cánh quạt kiểu A, 5000 cánh quạt kiểu B và 3000 cánh quạt kiểu C. 


Hồi xí nghiệp có phương án cắt như thế nảo để có phế liệu ít nhất ? 


4. Cần vận chuyển một loại hảng hoá từ ba xí nghiệp Ai, À+, Á; đến 
các cửa hàng Bụ, Bạ, Bạ, Bạ. Lượng hàng cỏ ở mỗi xí nghiệp, lượng 
hàng cần ở mỗi cửa ;hàng và chi phí vận chuyển ! đơn vị hàng từ 
mỗi xí nghiệp đến mỗi cửa hàng được cho ở bảng sau: 


Khả năng 
Hàng hoá 
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Hãy lập kế hoạch vận chuyển sao cho tổng chí phí vận chuyền là bé 


nhất ? 


s. 


Một trại chăn nuôi gia suc cần mua ba loại thức ăn tổng hợp Tì, Tạ, 
Ta. Theo công thức chế biến thì : 


trong l kg T1 có 3 đơn vị đỉnh đưỡng DI, I đơn vị dinh dưỡng D2, 

trong 1 kg T2 có 4 đơn vị định đưỡng DI, 2 đơn vị định dưỡng D2, 

trong 1 kg T3 có 2 đơn vị đính dưỡng D1, 3 đơn vị dinh dưỡng D2. 
Cho biết giá mua l kg T¡ là 15 ngàn đồng, 1 kg T› là 12 ngàn đồng, 


1 kg T; là 10 ngàn đồng và mỗi bữa ăn cho gia sức cần tối thiểu 160 đơn 
vị dinh dưỡng Dị, 140 đơn vị đinh dưỡng Dạ. Vấn để là tìm số lượng kg 
Tì, T›, Tạ cân mua để chi phí mua thức ăn cho một bữa ăn của gia suc là 
nhỏ nhất? 


1. 


a) Lập bài toán qui hoạch tuyến tỉnh cho vấn để nêu trên. 
b) Đưa bài toán qui hoạch tuyến tính thu được về đạng chính tắc 


Đưa về dạng chuẩn tắc và dạng chính tắc các bài toán qui hoạch 
tuyến tính sau: 


a) Ẩ{x) = 2XỊ - Xa —> maX, b) f{x) = 3x: + xa — min, 
điều kiện điều kiện 

XỊ- 2Xạ +Xạ <2, Nà" ˆ 

2Xi-2X2-X: 23, Xị: + Xạ <4, 

XịỊ+ X;†+Xa=4, 2xIi - Xà =5, 

xị>0, x >0, x¿ tuỳ ý. Xx:>0,x¿>0. 


Viết các bài toán qui hoạch tuyến tính sau ở dạng chính tắc: 


a) x)= 4xi +3x¿ - 2X > mịn, B) ÑẤX)= 2Xị - 3X‡+. Xị —> maX, 


điều kiện điểu kiện 

-Xị- Xa†4X: =6, 4xi+2x;- X‡< l$, 
2x¡i† X:-3X: <8, Šxị †+2Xz- X:s= l0, 
3xị +4x¿ - 2X >3, -3xị - 6X¿ + 2x > 25, 


xị>0,x¿ạ>Ũ, x¿ tuỳ ý. X¡ >0, x; >0, x¿ tuỳ ý. 
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§. Tìm các phương án cực biên không suy biến của bài toán qui hoạch 
tuyến tính với điều kiện ràng buộc sau đây: 


Chương 2 — Qui hoạch tuyến tính 


8) ƒ Xi-Xạ-Xs= |, 
Xị+X;ạ+ Xa =3, 
xị¡> 0 ( = 1, 2, 3). 


b) Xi†X2z†+ Xạ= lÔ, 
2xI-X¿ + 3x24 = L4, 
>z00=1,2,3). 


€) ( Xi†xạ+xa=4, 
-X¿ạ=Ô, 
x¡>0= 1,2,3). 
9. Dùng phương pháp hình học giải các qui hoạch tuyến tỉnh 2 biến 
sau: 
a)f= -Xịi +xa —> mãX, 
XịiI†+X¿ XS L1, 
3xị+2xa < 6, 
3x †txy <9, 


Xi>0,x;> 0. 


b) f=5xị +4x: —> max, 
xịi+2x; < §, 


4 
3xì + 2%2 < 12, 
>0. 


xịi>0, Xạ 2 
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©)f= 5xị +3X; —> max, 
2xị+ Xạ <S 6, 
Xị- Xã <0, 
2x¡- X: È Ú, 


x¡>0,x:>0. 
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Chương 3 : 
PHƯƠNG PHÁP ĐƠN HÌNH 


Phương pháp đơn hình giải qui hoạch tuyến tính đo G.B. Dantzig 
đề xuất năm 1947 cho đến hiện nay vẫn là phương pháp được sử đụng 
nhiều nhất trong việc giải các bài toán qui hoạch tuyến tính. Đối với các 
bài toán cỡ lớn (có thể đến hàng nghìn biến và hàng trăm ràng buộc) 
phải dùng đến máy tính, phương pháp đơn hình cũng đã được kiểm 
nghiệm qua. mây chục năm áp dụng là rất hiệu quả, với thời gian tính 
toán khá ngắn. 


§1. CƠ SỞ CỦA PHƯƠNG PHÁP ĐƠN HÌNH 


1.1. Đường lỗi chung 


Phương pháp đơn hình giải qui hoạch tuyến tính dựa trên hai tính 
chất quan trọng sau đây của bài toán qui hoạch tuyến tính: 


a) Nếu qui hoạch tuyển tỉnh chính tắc có phương án tối tưa thì cũng có 
phương án cực biên tổi tru, nghĩa \à có Ít nhất một đỉnh của miễn 
ràng buộc là lời giải của bài toán (Định lý 3.6, §3, Chương 2). 

b) Mỗi điểm cực tiểu địa phương của hàm tuyến tính (cũng là hàm lỗi) 
trên một tập hợp lôi là một điểm cực tiểu tuyệt đối (Định lý 2.2, §2, 
Chương l). 

Tỉnh chất a) cho phép tìm phương án tối ưu trong số các phương án 
cực biên của bài toán (số này là hữu hạn). Tính chất b) cho phép khi 


kiểm tra tối ưu đối với một phương án cực biên (đỉnh) chỉ cần so sánh 
nó với các đỉnh lân cận (đỉnh kể) là đủ. 


4 


Vì thế, phương pháp đơn hình bắt đầu từ một phương án cực biên 
nào đó (tuỳ ý) của bài toán mà nó là một đỉnh của miên rảng buộc. Tiếp 
đó kiểm tra xem phương án hiện có đã phải là phương án tối ưu hay 
chưa, bằng cách so sánh giả trị hàm mục tiêu tại đỉnh đó với giá trị hàm 
mục tiêu tại các đỉnh kể với nó. Nếu đung thì đừng quá trình tính toán. 

Trái lại, phương pháp sẽ tìm một phương án cực biên mới tốt hơn (với 
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giá trị hàm mục tiêu nhỏ hơn) mà nó là một đỉnh kề với đỉnh trước đó. 
Quá trình này tiến hành cho tới khi tìm được phương án tối ưu hoặc 
phát hiện bài toán đã cho không có lời giải. 

Như vậy, phương pháp đơn hình tiến hành khảo sát eác đỉnh của 
miễn ràng buộc để tìm ra đỉnh tối ưu. Mặc dầu số đỉnh của bài toán nói 
chung rất lớn, nhưng trên thực tế phương pháp này chỉ đòi hỏi kiểm tra 


một phần tương đối nhỏ các đỉnh. Chính điều đó thể hiện hiệu quả thực 
tế của phương pháp đơn hình. 


1.2. Cơ sở của phương pháp 
Xét bài toán qui hoạch tuyến tính đạng chính tắc sau : 


Ÿ= <c, x> —> min, (I1. 
Ax=b, (1.2) 
x>0, (1.3) 


trong đó A là một ma trận mxn, b € R”, c và x e R”. Cũng như 
trước đây, ta giả thiết: 


x Số ràng buộc chính không lớn hơn số biến của bài toán: m <n, 
e_ Ma trận A có hạng bằng m. 

Bây giờ ta giá thiết thêm răng: 

x' Bài toán (1.l) - (1.3) không suy biến. 

x Biết trước một phương án cực biên x? của bài toán. 


Ở cuối chương sẽ nêu cách giải quyết những bải toán không s. các 
giả thiết này. 


Không giảm tổng quát, giả sử phương án cực biên xỶ có dạng: 
x”°=(XỶ,X3,..,Xm,Ô,..., 0) với xj >0 (Q=1,2,..., m). 
ký hiệu 
Jo={j:xj >0} ={1,2,...,m}. 


Hệ véctơ {Ai, j € Jo} độc lập tuyến tính (Định lý 3.+, §3, Chương 
2) và là cơ sở của x”. Đê cho tiện, đôi khi ta cũng gọi Jạ (với các tính 
chất như trên) là cơ sở của xŸ. Các véctơ A; và các biến xị với j e Jạ là 
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các véctơ eơ sở và biến cơ sở tương ứng với xŸ. Còn các véctơ A¡ và các 
biến Xị với ƒ £ Jo là các vécftơ và biến phì cơ sở tương ứng với xŸ. 


Ký hiệu B là ma trận lập nên bởi các véctơ cơ sở đang Xét: 
= [Ai, A¿,.... Am]. Khi đó, B có bạng bằng m và có tôn tại ma trận 
nghịch đảo B`. 

Mỗi véctơ cột Ay (k = 1, 2, .., n) của A được biểu diễn qua các 
véctơ cơ sở À¡, J€ Ïo: 

Ak= 22A ¡ = ZiLÁt † Z2kÁa +... + Zm Âm, K= L,2,...,n, (1.4) 

+) 

Ký hiệu các véctơ cột Zw = (Z1k; Z2k, ..., Zmk) ` Xr = œ† VÀ nàn 
xm)' và véctơ hàng Cn = (Gị, c,...,, cm). Hệ thức (1.4) được viết lại 
thành A¿ = BZ„. Từ đó Z„ = BÌA¿. Mặt khác, ta có 

=BX) =b = Xã =BTb, 


Giá trị hàm mục tiêu tại x° băng 


fọ =<e, x">=CpX? =cxf +Ẵ@X) +... CmXm- (1.5) 
Với mỗi k = 1, 2,..., n tính số sau đây, gọi là ước lượng của biến 
Xự 
Ay= Chếy ~ €xg“^ CpBÌA, - Ck = C1ZIk f G2Z2k + = CmZ1mk ^ ky 
k=t,2,...,n. (1.6) 
Định lý 1.1. 
(Dấu hiệu tối ưu). Nếu đổi với phương án cực biên x” ta có các hệ 
thức 
Ay <0, Vk=l,2,...,n, (1.7) 


thì x” là một phương án tối ưu. 
Chư ý: 
«© - Nếu A, là một véctơ cơ sở (k e Je) thì trong các hệ số khai triển của 
Ak theo các Vectơ cơ SỞ Ở (1.4) ch: có duy nhất một hệ SỐ Zkự 1, tất 


cả các hệ số khác đều băng 0, nghĩa là Z„ = e* (véctơ đơn vị thứ k 
trong R”. Do đó: 
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Aw= Ch2x - C = Œ - Cx = Ú, Vke Jọ, 


Vi thế trên thực tế, để kiểm tra tối ưu đối với phương án cực biên 
hiện cỏ ta chỉ cần kiểm tra điều kiện 


AL< 09, v k £ 3. 
e _ Nếu bài toán không suy biến thi (4.7) cũng là điểu kiện cần của tối 
ưu. 
Si lý t2. 


(Dấu ĐI—U bài toán không có lời giải). Xếu đối với phương án cực 
biên x2 tôn tại k # Jạ sao cho Av> 0 và z S0, VJ e dJo thị bài 
toán đã cho không có phương án tối ưu và hàm mục tiêu giảm vô 
hạn trong miền ràng buộc của bài toán. 
Định lý 1.3. 
(Cải tiên phương án biện có), Nếu tổn tại chỉ sổ s # Jạ sao cho 
Ac> 0 vả z„y > 0 với Ít nhất một j cJa thì tìm được phương án cực 
biên mới x! tổt hơn phương án x°: Ñ&!) < f@x°). 
Với các giả thiết của định lý I.3, véctơ x được xác định như sau: 
“ÉC 6 : 
Xị ~ÔạZj;,]€Ïo, 
xj=4 0,1£1,jzs, (1.8) 
Đọ, J =5. 


trong đó số Bọ được xác định tử hệ thức 
ọ 0 
X. 
0o = min {— :z„> 0} = —L >0. 
kh LẦU z 
Phương án x' tương ứng với cơ sở J¡ = (J \ {r}) ©2 TA f¡ = f(x') 
= Ífq - Ôọ. Á; <Í. hài vậy, biến x; (biến phi cơ sở đối với x”) trở thành 


biến cơ sở đối với x' và biến x, (biển cơ sở đối với xŸ) trở thành biến phi 
cơ sở đối với x'. 
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§2. THUẬT TOÁN ĐƠN HÌNH 


Dựa trên cơ sở lý thuyết vừa trình bày, ta có thuật toán sau đây để 
giải bải toán qui hoạch tuyên tính chính tác (I.E) - (1.3), gọi là thuật 
toán đơn hình. 


Bước I. Tìm một phương án cực biên ban đầu x” với cơ sở đọ và 
{Ai,j e Ja} gồm m véctơ cột độc lập tuyến tính của À (Cách tìm cụ thể 
sẽ nêu ở §3). 


Với mỗi k £ Jạ xác định các hệ số khai triển Z¡y theo (1.4), tính giá 
trị mục tiêu theo (1.5) và tính ước lượng của biến xự theo (1.6). 


Để cho gọn, ta đặt z; = x‡ (¡ = . ¿ Tỷ, Zm+ø = ÍQ Và 
Zm+l,k = A,(k= = 1, 2, xX2vg n). 

Bước 2. (Kiểm tra tối ưu). Nếu Zm.+v < 0, Vk = 1,2,..., n, thì 
phương án xŸ hiện có là phương án tôi ưu (Định lý I.I): dừng thuật 
toán. Trái lại, chuyên sang Bước 3. 

Bước 3. (Kiểm tra bài toán không có lời giải). Nếu có l <k< n sao 
Cho Zm+I,k> ọ và 7¡u< 0, Vi=1,2,..., m, thì bài toán đã cho không có 
phương án tối ưu và hảm mục tiêu không bị chặn dưới trong miễn rảng 


buộc của bài toán (Định lý 1.2): dừng thuật toán. Trái lại, chuyển sang 
Bước 4. 


Bước 4. (Tìm véctơ đưa vào cơ sở). Với mỗi k (1 < k < n) mà 
Zm1 > 0 đều tôn tại 1 ( = ], 2,..., m) với z„ > 0. Chọn s thoả mãn 


Zm+i,s= mâXÍZm+1,k: Zm+1,k > Ô, k> 1}. 
Đưa vẻctơ Á, vào cơ sở. ị 
Bước 5. (Tìm véctơ đưa ra khỏi cơ sở). Tính giá trị Ôạ theo hệ thức 
T:0 
8 =min{ “it ; Z¡s > 0} =—— (2.1) 
fS Z 
Giả sử tên của biến cơ sở thứ r là í„ Đưa véctơ À ¡ ra khỏi cơ sở. 


Bước 6. (Xây dựng phương án cục biên mới). Lập phương án mới 
xỈ theo (1.8) với cơ sở mới là Jị = (T\ {í,})t2 {s}. Tính các hệ số Z¡, mới 


(= 1,2,..,m + 1; k=0, l1,..., n). Trở lại thực hiện Bước 2 và tiếp tục 
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thuật toán cho tới khi nhận được phương án tối ưu (Bước 2) hoặc phát 
hiện bài toán không có phương án tôi ưu (Bước 3) thì dừng. 


Với giả thiết bài toán không suy biến thị thủ tục giải nêu trên phải 
dừng sau một số hữu hạn bước lặp, bởi vì mỗi lần thực hiện Bước 6 ta 
nhận được phương án cực biên mới tốt hơn phương án cực biên trước 
đó và số phương án cực biên của bài toán là hữu hạn. 


Để tránh phải tỉnh toán lại các hệ số z¡¿ mỗi khi thay đồi tử cơ sở cũ 
sang cơ sở mới (Bước 6), ta có thê sử dụng các công thức sau đây, gọi 
là công thức đôi cơ sở: 


Z2 (Z2 /2.4)Z,.,Ù#r, 
Zj = | "NG "3u . __ (=I,2,.,m,m+ 1;k=0, 1,..., n).(2.2) 
7t ÍZmq› 1=T. 

(Chỉ số cột s và chỉ số hàng r được xác định ở Bước 4 và 5 tương 
ứng). 

Để thuận tiện cho việc tính toán bằng tay, thuật toán giải nêu trên 
được mô tả lạt đưới dạng các bảng (mỗi bảng ứng với một phương án 
cực biên), gọi là bảng đơn hình và các qui tắc biến đổi từ bảng này sang 
bảng khác cho đến khi nhận được ph Ớ án tối ưu hoặc phát hiện bài 
toán không có lời giải. 


Bảng đơn hình đầu tiên ứng với HibSlb án cực biên ban đầu x? và 
cơ Sở {Ai,..., Am} có dạng như sau: 


<<, x1> 
ÏÌ 
(Zm+t 0) 
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Bảng gồm 4 + n cột: cột Biển Cơ SỞ (chí tên m biến cơ sở đối với 
phương án đang xét), cột ỞJệ số Cg (ghi hệ số mục tiêu của các biến cơ 
sở) và cột Phương án (ghi giả trị các biến cơ sở). Tiếp theo là n cột ứng 
với n biển của bài toán Xị, Xạ,..., m phía dưởi tên biến ghi hệ số mục 
tiêu của nó. Trong cột xị ghi các hệ SỐ khai triển của véctơ AÀt theo các 
véctơ cơ sở đang xét (véctơ Z4). Cột cuỗi cùng để ghi các tỉ số để xác 
định Ôa. Ngoài dòng tiêu đề đã nêu, trong bảng cỏ m + I dòng: m dòng 
đầu tương ứng với m ràng buộc chính trong bài toán. Dòng cuối cùng, 
gọi là đồng mục tiêu, lần lượt ghi giá trị hàm mục tiêu (phần tử Zm+t 0) 
và phi các ước lượng của biến xẹ, k = 1, 2,..., n (các phần tử Zm+„ k> 1). 


Đề xây dựng các bảng đơn hình kế tiếp ta lần lượt thực hiện các 
việc a) - c) như sau: 

a) Tìm cột quay. Nếu dòng mục tiêu không có phần tử đương ở các cột 
khác với cột phương án, nghĩa là Zm+¡k= Á, <0, Vk=l,2,...,n, 
thi phương án hiện có là tối ưu. Trái lại chọn cột x; với 
Z@mi1s= max Zm:1.k > 0 làm cột quay (Đưa biến x; vào cơ sở mới). 

n 


b) Tìm dòng quay. Nếa cột quay không có phần tử đương ở các dòng 
khác với đông mục tiêu thì hàm mục tiêu sẽ giảm vô hạn và bài toán 
không có phương án tối ưu. 

Trái lại, chia các phần tử trong cột phương án cho các phân tử 
_ dương tương ứng trong cột quay. Dòng ứng với tỉ số nhỏ nhất được 

chọn làm dòng quay. Phần tử ở dòng quay, cột quay gọi là phẩn “ử 

quay, phần tử này luôn dương và thường được khoanh tròn hoặc để 

trong ô được tô bóng mờ. Cụ thể, đòng quay là đòng r thoả mãn (2.1). 

Biển cơ sở ở đòng này bị loại khôi cơ sở cũ, chăng hạn đó là biến x ñ 


c) Biến đổi bảng đơn hình. 

e_ Đối cột Biển cơ sở: biến cơ sở mới là x; thay cho biến cơ sở cũ là 
x¡ ở dòng r.. 

e_ Đổi cột Hệ số Cụ tương ứng: hệ số mục tiêu c; thay cho hệ số c¡ở 
đòng r. 


e Xác lập các véctơ đơn vị: ghi số I vào ô có cùng tên biến trên dòng 
và cột của nó, ghi số 0 vào các ô còn lại của cột vừa ghi sô 1 (Cột 
ứng với biên cơ sở là cột đơn vỊ). 
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e _ Biến đổi dòng quay (công thức (2.2) với í = r): 
Dòng mới = dòng cũ / phần tử quay, 


nghĩa là chia mỗi phần tử ở dòng quay cho phần tử quay (z„ > 0). 
Kết quả nhận được gọi là đóng chính (số 1 xuất hiện ở vị trí của z„; cũ). 


e Biến đổi các dòng khác theo qui tắc hình chữ nhật (công thức (2.2) 
với 1#T): 


Dòng mới = dòng cũ tương ứng - phần tử của nó trên cột quay x 
dòng chính, 


nghĩa là 
Cội # cột quay Cột quay 
Dòng # dòng quay : a b 
a'=a-bx= =a-bxc'" 
d 
Dòng quay: c d>0 (phần 


tử quay) 


Nếu trong bảng đơn hình mới vẫn còn Zx+1x = A„ > 0, ta lại tiếp tục 
biến đổi bảng cho đến khi nhận được bảng với mọi Zzm:tx = A,< 0 (tối 
ưu) hoặc phát hiện cột quay không chứa phần tử dương Z¡ < 0, Vi (bài 


toán không có phương án tối ưu). Sau một số hữu hạn lần biến đổi bảng 
. ta phải đừng ở một trong hai tình huống trên. 


Ví dụ 1. Giải bài toán qui hoạch tuyến tính chính tắc sau đây 


fÍ=xị¬X¿ - 2x4 +2x;s - 3X¿ — min, l 
với các điều kiện l 
XỊ + x¿† Xs- Xe = 2, 
X3 + xX¿ + Xẹ = 12, 
Xa+2xa + 4xs +3x;¿ = 9, 
x>0,j=1,2,..., 6. 


Cho xạ = x¿ = x¿ = 0 ta được phương án cực biển ban đấu 
=(2; 12; 9; 0; 0; 0) với trị mục tiêu fạ = -10. Cơ sở của xỸ là {Ai À¿, 
Ai tức là Jọ = {1, 2, 3. Các biến cơ sở là xạ, xa, xạ. Các biến phi cơ sở 
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là xạ, xs, xe. Các véctơ cơ sở Ai, A2, As là các véctơ đơn vị, nên A¿ 


chính là véctơ các hệ sô khai triên của nó theo các véctơ cơ sở Ai, A2, 
Aa. Cũng vậy đôi với As và A¿. 


Bảng đơn hình ban đầu có dạng như sau: 


mm===nripipir 

SHDICEEIE EOIER 
EIEIESIZ4r45EAESL] 
EBIBENIIEImMHEIEE 
E—mEinminnnnminn 


Trong dòng mục tiêu (dòng cuối) còn phân tử dương ở cột Xa, Xe 
nên phương án x” ở bảng này chưa tối ưu. Biến đưa vào cơ SỞ X4 (ứng 
với A„= 2 lớn nhất), biến loại khỏi cơ sở là xị (ứng với tỉ số nhỏ nhất 


0o = min{‡, 12, 2} = 2). Phân tử quay là z4 = 1 (trong ô được tô bóng 
mờ). Biến đổi bảng 1 theo các qui tắc đã nêu ta nhận được bảng 2. 


seheslma|x[x[s[x[x]< 
sai: ðviIE9EESY Y7 EE 
-2 
EIEIENIIESESIRIHENE 
EYERETEIESESISENEIR 
EIEIEREIIIENISE IÌ 
Esrininnnmnn 


Trong dòng cuối của bảng này còn phần tử đương ở cột x¿ nên 
Hư | án ở bảng này chưa tối ưu. Biến đưa vào cơ sở X6 (ứng với 
= 3 lớn nhất), biến loại khỏi cơ sở là Xa (ứng với tỉ số nhỏ nhất 


JMÌ” 4s Chương 3 — Phương pháp đơn hình 


0o = min{5, 1} = 1). Phần tử quay là z¿¿ = 5. Biến đổi bảng 2 ta nhận 
được bảng 3. Trong bảng này mọi A, < 0, nên phương án x* = (0; 8; 0; 
3; 0; 1) là tối ưu với fmiạ = Ñx*) = - 17. 


TP ENESESE*SESIESS 
mJì|[a|o|2|2|2| 
ENIESIERETIIERE-INNEKTIERINB 
ETERIRTE-IRRE-IERE-IRERRB 
EIENIRBE”1INE-SIENIE-TERNINB 
BTHETRETIIERETIENETIERIRB 


Ví dụ 2. Ví dụ sau cho thấy bài toán không có phương án tối ưu 


f=x¿ - 3xạ + 2xs —> min, 
XỊị +X2- X3 +Xs:=7, 
- 4X¿ + 4x: + xạ = 12, 
- 5X; + 3X + Xs †+ X¿ = l0, 
x;>0,j=1,2,..., 6. 
Ta giải bài toán trên bằng phương vàn đơn hình, xuất phát từ 


phương án cực biên x” = (7, 0, 0, 12, 0, 10) với cơ sở là các véctơ cột 
đơn vị Ai, Aa, As, tức là lọ = {1, 4, 6}. Lập bảng đơn hình ban đầu. 
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DHSESDDB1RBB 
xị 2| 3 |o|a|t|lo|lo|[S 


HH 1N 
fSRIIESPTEPEI 


ở bảng 1 có A;= 3 > 0 (cột x: là cột quay) nên ta đưa véctơ A3.vào 

cơ rêu và loại Aa khỏi cơ sở (dòng xa là đồng quay). Trong bảng 2 có 

= 2 >0 (cột x¿ là cột quay), nhưng mọi phân từ z¡ < 0 (¡ = l, 2, 3) 

nên n bài toán trên không có phương án tối tru, vì hàm mục tiêu của bài 
toán giảm vô hạn trong miễn rằng buộc của nó. 


__ Bài toán tìm cực đại (g —» max) được thay bằng bài toán tìm cực 
tiêu (Ÿ= -g — min). 


Xí dụ 3. Giải bài toán qui hoạch tuyến tính sau. 
8= 3X - Xa - 2X) — max, 
-XI†+3x:† Xị†X¿=7, 
3X¡-4X; +§X;y +xz= 10, 
4xI-2Xa +X¿= 12, 
xị¡>0,J= 1,2,..., 6. 


Ta thay bằng tìm f = - g = - 3xị + xạ + 2x; —> min vé cùng các 
điều kiện như trên. 


Xuất phát từ phương án cực biên xử= (0, 0, 0, 7, 10, 12) với cơ sở 
{Aa, Às, A4}, ta giải bài toán bằng phương pháp đơn hình (các Bảng 
I - 3). Lời giải thu được là x* = (5, 4, 0, 0, 11, 0) với fmin = - L1. Từ đó 
Emax — ÌÌ, 
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sò 
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Trường hợp bài toán suy biến 


Nếu bài toán suy biến thì trong quá trình thực hiện thuật toán đơn 
hình có thể xẩy ra hiện tượng: tỉ số nhỏ nhất 6o đạt tại nhiều chỉ số, do 
đó có nhiễu biến đạt tiêu chuẩn loại khỏi cơ sở cũ. Nếu gặp hiện tượng 
này thì ở bước lặp sau đó có thể xẩy ra 8o = 0. Khi đó, phương án cực 
biên và trị hàm mục tiêu không đổi, chỉ có cơ sở của nó thay đôi (Chu ý 
là trị hàm mục tiêu giảm một lượng bằng tích Øọ. A,= 0 do Øạ = 0). Vì 
thế, sau một số phép biến đổi đơn hình ta có thể gặp lại cơ sở cũ, tình 
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huống đỏ gọi là biện tượng xoay vòng. Nếu không có biện pháp khắc 
phục thì thuật toán đơn hình không thể kết thuc. 


Sau đây là qui tắc tránh xoay vòng đơn giản đo R.G. Bland đề xuất 
năm 1977: 


1. Chọn cột xạ có chỉ số s nhỏ nhất mà A; > 0 làm cột quay (đưa véc(ơ 
A; vào cơ sở). 


2. Nếu có nhiều biến đạt tiêu chuẩn loại khỏi cơ sở cũ thì ta chọn biến có 
chỉ số nhỏ nhất. Dòng chứa biến cơ sở này được chọn làm dòng quay. 


Tuy nhiên đo hiện tượng xoay vòng rất hiếm gặp trong thực tiễn 
nên khi có nhiều khả năng chọn cột (dòng) quay ta có thê chọn tuỳ ý 
một trong sô các cột (dòng) đó. 


§3. Đn PHƯƠNG ÁN CỰC BIÊN VÀ CƠ SỞ BAN 
ĐÀU 


3.1. Bài toán chuẩn với ràng buộc < và vế phải không âm 


Xét bải toán có dạng 


f4) = ciXI † €2X¿ +... † caxa —> min, (3.1) 
AnXI † ãj2Xa +... + 8inXnạ €S bị 1= Í,2,...,m, (3.2) 
x¡>0,3=1,2,...,n. (3.3) 


với giả thiết mọi bị > 0 
Ta thêm vào vế trái mỗi ràng buộc (3.2) một ẩn sỐ phụ xu > 0, 
i=I,2,...,m, để biến hệ bất phương trình trên thành hệ phương trình. 


Trong hàm mục tiêu, ẩn số phụ cỏ hệ số bằng 0. Bài toán (3.1) - (3.3) 
tương đương với bài toán dạng chính tắc sau: 


Í(x) = cIX\ +... † CaXn † Ũ.Xn+l +... † Ô.Xaym —> mãn, 
ã¡jXỊ + AjXạ +... + 8mXn + Xp+i = bịụ1=l,2,...,m 
x;>0,J=1,2,...,n +m. 


Bài toán này có phương án cực biên ban đầu là xị =0,..., xa= Ô, 
Xa+ = ĐỊ, ... ; Xa+m = Đm. Cơ sở của phương án nảy gồm mị véctơ cột đơn 
VỊ ứng với các biên cơ sở Xa+¡. 


Ví dụ 1. Xét bài toán sau: 
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f= 5xị¡ +8Ñx¿ — max, 
Xị t+3X¿ <9, 
xị† Xà <SŠ, 
xịi>0,xz>0. 
Đưa vào các biến phụ xa, Xa > 0. Ta có bài toán trơng đương 
ø=- 5x\ - 8x; — min, 
Xị†+3Xạ+Xa= 09, 
Xị†Xa#*Xa = 5, 
x>0,1=1, 2, 3, 4. 


Bài toán này có phương ản cực biên x? =(0, 0, 9, 5). Cơ sở của xỲ 


là {Aa, Aa}. 
3.2. Phương pháp hai pha 
Xét bài toán qui hoạch tuyến tính dạng chính tắc 


Í{Y) = ciXI † Œ2X2 +... + cạXa —> mĩn, (3.4) 
l 8X) + âjX¿ +... † đmXa = Bị,1= |, 2,..., m, (3.5) 
x¡>0,J= I,2,..., n. (3.6) 


Không giảm tổng quát, ta có thể xem như mọi bị > 0. Quá trình giải 
bài toán (3.4) - (3.6) được thực hiện theo hai giai đoạn (hai pha): 


_}ˆ Pha 1. Đưa vào các biến giả tị, t›,..., tm > Ö và giải qui hoạch 
tuyên tính phụ: 


g() =t\ +†z+....+tm —> min, _— 7) 


AiiX\ị † ã¡2Xa +... + ainXna + tị = bị 1= 1,2,..., m, (3.8) 
x;>0,J=1,2,...,n; tị>0,1= 1,2,..., m. (4.9) 


Bài toán (3.7) - (3.9) có ngay một phương ản cực biên ban đầu là 
(x,t)=(0,..., 0; bị,... , Dm) Với cơ sở gềm m véctơ cột đơn vị ứng với 
các biển t¡ trong hệ phương trình (3.8). Vì thế, ta có thể dùng phương 
pháp đơn hình để giải nó. Do hàm mục tiêu bị chặn dưới bởi 0, nên bài 
toán nảy chắc chắn có phương ản cực biên tối ưu, chẳng hạn đó là (x*, t*). 
Có hai khả năng xấy ra: 
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l) gứ*)> 0, khi đó qui hoạch (3.4) - (3.6) không có phương án, vì nếu 
có điểm x thoả mãn (3.5) và (3.6) thì véctơ (x, O) sẽ thoả mãn (3.8), 
(3.9) và 0 sẽ là giá trị cực tiêu của (3.7). 


2) g(t*) = 0, tức là trị cực tiểu của (3.7) bằng 0 và t* = O. Nếu cơ sở 
của phương án (x*, t*) không chứa véctơ ứng với biến giả t¡ thì x* là 
phương án cực biên của bài toán ban đầu và cơ sở của x* chỉ gồm 
các véctơ A; (j < n). Ta chuyến sang thực hiện pha 2. 

Trái lại, nếu vẫn còn biến giả t¡ (với giá trị 0) trong cơ sở của 
phương án (®, t*) thì ta cần thực hiện thêm một vải phép lặp đơn hình 
nữa đề đẩy hết các biến giả ra khỏi cơ sở. Cách làm như sau: ta chọn cột 

quay là cột biến phi cơ sở thực (biến Xị, j <n) mà nó có phần tử khác 0 

ở dòng tương ứng với biển giả và đòng này được chọn làm dòng quay, 

Chu ý là phần tử quay ở đây có thể dương hay âm (khác không). Do giả 

thiết ma trận Á có hạng m nên nếu còn biến giả trong cơ sở (Với giá trị 

0) thi chắc chăn sẽ tìm được cột quay như trên. Lúc này khi biển đổi 

bảng có thể bỏ qua các cột ứng với biến giả. 


) Pha 2. Bảng đơn hình ban đầu ớ pha 2 là bảng đơn hình cuối 
cùng ở pha I, nhưng với một số sửa đổi như sau: 


a) Xoá khỏi bảng cuối cùng ở pha 1 tất cá các cột thrơng ứng với các 
biến giả. 

b) Thay cột Ca bởi các hệ số mục tiêu ban đầu trong (3.4) tương ứng 
với các biến cơ sở ở bảng cuối pha 1. 


c) Tính lại các phần tử trong dòng mục tiêu theo công thức: 
Zm+1,0 = CBXh, Zm+t,k = CB - ©; K= 1, 2,..., n 
trong đó Z¿ là cột x ở bảng cuối phal. ˆ 


đ) Xuất phát từ bảng đơn hình vừa nhận được ở đầu pha 2, ta giải bài 
toán (3.4) - (3.6) theo thuật toán đơn hình. 


Ví dụ 2. Giải qui hoạch tuyến tính sau bằng cách dùng phương 
pháp hai pha: 
Í{x) = 2xị - 2xạ + X; - X¿ —+ min, 
Xi+2Xx¿ạ +X)ạ + 2X = 7, 
3Xxi- Xa-2X‡y+ Xã. = Ố, 
2xi-2X;- Xị † Xa 
x¡>0,1= 1,2, 3, 4. 


II 
th 
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Pha 1. Đưa vào ba biến giả tị, tạ, ts > Ú và giải bài toán phụ sau: 
ø(9) =t¡ +tạ†+tai min, 


Xi†+2X¿+ Xạ+2X4 + tị = 7, 
3Xxi- Xa-2X3:+ Xa +t+ = 6, 
2x:-2X2- X3y+ Xa +tạ = §, 


LAI  l  l MP Sê2 - 1,2, Hà 


ENRNIENIEREH_ L:IESETIESEY 
x |0 | 2 | |12|22|12|0 |12|o | | 


[s [1| 1 [o|3alialialo|2a|i|a. 
[5m2 | 6 |o|[1|2|2|9|2|91- 
EXSERSIENIXEEREREETIESRNB 
ESESERERNI-ILIENIE-L:1EINB 
EHENEHEE XIE4T L1 1LUM 
LBug2 | 0 |0 |35|0|09|48|185109|—- 
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Phương án cho ở Bảng 3 (x*, t*) = (4, 0, 3, 0; 0, 0 „ 0) là tối ưu 
(t* = O). Tuy nhiên, trong cơ sở của phương án này còn biến giả tạ. Để 
loại biến giả này khỏi cơ sở ta đưa x¿ vào cơ sở (vì za; = -9/5 # 0) và 
thực hiện một phép biến đổi đơn hình, kết quả được Bảng 4, ở bảng này 
cơ sở không còn biến giả, vì thế ta chuyển sang pha 2. 

Pha 2. Trong Bảng 4 ta loại bỏ ba cột ứng với t¡, tạ, t;, thay cột Cp 
bởi các hệ số mục tiêu ban đầu và sửa lại dòng cuối (dòng mục tiêu), ta 


được Bảng 5. Thực hiện một phép lặp đơn hình ta có Bảng 6 và nhận 
được phương án tối ưu là x* = (1,0,0, 3) với fmin = -l. 


SA Phương | m | mg | mộ T HỒ 
- “——— 
l& R2 Wy 


3.3. Phương pháp phạt hay phương pháp bài toán (M). 


Xét bài toán qui hoạch tuyến tính dạng chính tắc (3.4) - (3.6) với 
mọi bị > 0. Ta gọi đó là bài toán chính. Đề giải bài toán này theo 
phương pháp đơn hình ta phải đưa thêm vào bài toán các biến mới t¡ > 0, 
' gọi là các biển giả và xét bài toán mở rộng sau, thường gọi là bài đoán 
(M): 


F(x,t) = fx) + Mg(t) = cịXị +... + cạxn + M( +... +tm) —> min, (3.10) 
8iiXI + aj2X¿ +... + anXa +tị = bụ ¡=1,2,..., m, (3.11) 
xX;20,]= 1,2,...„n; tị 2Ú, =1,2,...,m, (3.12) 


trong đó M là một hẳng số r6 lớn tuỳ ý. về trực quan có thể 
thấy rằng làm như thế giống như “phạt” rất nặng các biến t¡ > 0 khiến 
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cho nếu bài toán chính có phương án thì phương án tối ưu (x, Ð) bất kỳ 
của bài toán (M) phải có t = O và x là phương án tối ưu của bài toán 
chính. Bài toán (M) có m ràng buộc chỉnh, n + m biến vả ma trận A của 
nó có hạng băng m (do chứa m véctơ cột đơn vị). Mặt khác, bài toán 
(M) lại có ngay phương án cực biên ban đầu là (x, t) = (0,..., 0, bạ, ... , bạ) 
với cơ sở là m véctơ đơn vị ứng với m biến giả tị. Vì thể, ta có đẩy đủ 
điểu kiện để áp dụng thuật toán đơn hình đối với bài toán (M). Phương 
pháp như thế gọi là phương pháp phạt hay phương pháp bài toán (M). 


Đối với hai bài toán chính và mở rộng trên ta có: 
Định lý 3.1. 
Có tôn tại số Mạ đủ lớn để với mọi M > Mạ ta có: 


1. Nếu bài toản chỉnh có dù chỉ một phương án thì mợi phương án cực 
biên tôi u (%x, Ð) của bài toán (M) phải có t = Ó. 


2. Nếu bài toán chính có phương án tổi ưu x thì bài toán (M) có phương 
ẳn tối ưu (x, O) và ngược lại. 


Như vậy, thay cho bài toán chính ta có thể giải bài toán (M) với 
M > Mụ: nêu bài toán (M) có phương án tối ưu (x, 0) với t # O thì bài 
toán chính không có phương án, còn nếu bài toản (M) có phương án tối 
ưu (x, Ở) tủ x là phương án tối ưu của bài toán chính. Nêu bài toán (M) 
không có phương ỉn tôi ưu thì bài toản chính cũng không có phương án 
lỗi ưu (hàm mục tiêu giảm vô hạn). 


Chu ý: 
e Nếu ma trận A của bài toán chỉnh có chứa k véctơ cột đơn vị khác 
nhau (k < m) thì ta chỉ cần đưa m - k biến g1ả vào bài toán (M). 


« . Trong mỗi phép lặp của phương pháp đơn hình khi một biến g1ả nào 
đó bị loại khỏi tập hợp các biên cơ sở thì từ đó vỀ sâu ta sẽ không 
bao giờ đưa biến đó vào cơ sở nữa. Vì thể cũng không phải biến đôi 
cột tương ứng với biến giả đó nữa, trừ khi ta cần đến nó vào những 
mục đích khác (Chẳng hạn, tìm lời giải của bài toán đối ngẫu). 


b Trong, bài toán (M), do hàm mục tiêu F phụ thuộc tuyến tính vào M 
nên các ước lượng của các biến cũng phụ thuộc tuyến tính vào M 
va ta có thể viết 


F=m+ạM và A = œ + B.M, k= 1,2,....,nn+m. 
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Qhí tắc xét dấn và so sánh các ước lượng như sau: 
e A¿ >0 nếu y >0 (ơy bất kỳ) hoặc ụ = 0, œ > 0 & = 1, 2,...,n + m). 


« A¡>A; nếu Bị > B¿ (0; và dị bất kỳ) hoặc Bi = Bụ ứ > œ (,J = 1,2,..., 
n+m). 


Khi giải bài toản (M) theo thuật toán đơn hình, ta không cẩn xác 
định giá trị cụ thể của số M mả chỉ cần tách đòng mục tiêu (dòng cuối) 
mỗi bảng đơn hình thành hai dòng riêng: đòng đầu ghí các hệ số dụ, 
đông sau ghí các hệ số v (k = 0, 1, 2,..., n+ m). 


e_ Khi giải các bài toán thực tế, ta cũng có thể không cần tách đồng 
mục tiêu thành hai đòng riếng. Trong trường hợp này hẳng số M 
trong bài toán thường được chọn như sau: 


M> max({laii, bị, Ic¡l, 1 = Í, 2, ... ; m, j = 1,2, ..., n}. 


Ví dụ 3. Giải bài toán sau bằng cách dùng phương pháp phạt 
(không cần xác định MỊ). 


fx)=3xịi-3X¿+ X:- X¿ —> mịn, 
-X:† Xạ†2Xxy† Xã = 2, 
XịT X2- Xị- XẠ = 6, 
3xị +2x¿ - ỐX: +23x¿ = 
xị >0, x¿>Ũ, x; >0, xạ > 0. 


Ma trận ràng buộc A của bài toán không chứa véctơ cột đơn vị nào, 
nên ta cần đưa thêm vào bài toán ba biến giả xs, xa, x; > 0. Bài toán (M) 
có dạng 


| 
» 


F=ä3xt-3x;¿† Xiy- X¿?(X;+t xá t+ x;)M — mm, 


-XxỊI†+ Xaạ†2X‡y+ Xạ+ X; =2, 
XỊ† X:- X3- X4 +X§ = 6, 
3xị + 2X¿ - ỐXãs +3Xa tx;y = 9, 


xị>0 (= 1,2, 3,4, 5, 6, 7). 


Ta giải bài toán /M bảng phương pháp đơn hình, xuất phát từ 
phương án cực biên x ` = (0,0, 0, 0, 2, 6, 9) với cơ sở là các véctơ cột 
đơn vị Àš, À& và Ài. 
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Quá trình giải bài toán (M) được ghi tóm tắt trong các bảng sau 
(Bảng l - 4). 
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Trong Bảng 1, số lớn nhất ở đòng cuối là B› = 4 nên A; lớn nhất và 
cột xạ được chọn làm cột quay. Dòng quay là dòng 1 ứng với tỉ số nhỏ 
nhất min{2, 6, 4.5} = 2. 


Trong Bảng 2, cột xị là cột quay. Dòng x;¿ (dòng 3) là dòng quay. 
Trong Bảng 3, cột x; là cột quay. Dòng xa (dòng 2) là dòng quay. 


Cuối cùng, ở Bảng 4 ta thấy Ay < 0 -với mọi k = 1, 2, 3, 4, nên 
phương án cho ở bảng này x = (5, 3, 2, 0, 0, 0, 0) là phương án tối ưu 
của bài toán (M). Vậy x* = (5, 3, 2, 0) là phương án tối ưu của bài toán 
ban đầu với fmm = 8. 


§4. GIẢI QUY HOẠCH TUYẾN TÍNH DẠNG BẤT KỲ 


Ví đụ I. Giải bài toán sau bằng phương pháp đơn hình. 
f=Š5xị t8x¿ — maX, 
Xxịi+2x¿ <], 
XịT Xã <S 2, 


x¡:>0,Xạ>0. 


Trước hết ta chuyển bài toán trên về bài toán tìm min và có đạng 
chính tắc bằng cách đưa vào các biến phụ xa, xa > 0. Ta có bài toán 


8=-5⁄I -ÑX¿ —> m1, 
Xị + 2x2 + Xa =1; 
Xị†+ Xa +X4 = 2, : 
x¡;>0,J= I1, 2, 3, 4. 


Ta giải bài toán này bằng phương pháp đơn hình, xuất phát từ 
phương án cực biên x? = (0, 0, 1, 2). Cơ sở của xŸ là à lAy Aa}. Quá 
trình giải như sau (Bảng l - Kệ 
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ở Bảng 3 mọi A¿ < 0 nên x*cr = (1, 0, 0, 1) là phương án tối ưu của 
bài toán chính tắc với min = - Š. Từ đó suy ra lời giải bài toán ban đầu là 
x*= = Hà 0) với Ímax = _ min” `: 


Ví dụ 2. Giải bài toán sau bằng phương pháp đơn hình. 
=-3xị +' Xạ-2xy — mm, 
2xịi†+4x¿- Xà = 10, 
3xịi+ Xa+ X;> 4, 
XỊ- Xa† X3 = 2, 
X20,J=1,2, 3. 


Trước hết ta thêm vào hai biến bù x¿, xs > 0 để đưa bài toán về 
dạng chính tắc. Tiếp đó ta đưa vào hai biến giả xạ, x; > 0 để có đủ ba 
véctơ đơn vị và giải bài toán (M) sau. 
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fqm=-3Xị +. X¿- 2X: + M(x; + x;) — min, 

2x¡i+4x¿- Xị+X4 =I10, 

3xI† Xz† Xã -Xi†Xs +. 

XỊI- Xa† X3 +Xx; = 2, 
x;>0,J=1,2,. 


Ta giải bài toán (M) bảng phương SÓI đơn hình với M = 10 (số 
lớn nhất trong các số có mặt trong bài toán). Quá trình giải ghi ở các 
bảng sau (bỏ qua hai cột biến giả). 
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ở Bảng 5 mọi Ay < 0 nên x„, = (3, 1, 0, 0, 6, 0, 0) là phương án tối 


ưu của bài toán (M). Từ đó suy ra lời giải bài toán ban đầu là x* = (3,1,0) 
VỚI fmin = - 8. 


Phương pháp đơn hình là phương pháp chính để giải một qui hoạch 
tuyến tính bất kỳ. Nó bao gồm hai giai đoạn: 1) tìm một phương án cực 
biên (phương pháp hai pha, phương pháp phạt); 2) kiểm tra tối ưu đối 
với phương án hiện có (tìm cột quay, dòng quay ...). Bạn đọc muốn tìm 
hiểu kỹ hơn về phương pháp này có thể xem [1 — 5]. 


- BÀI TẠP 


1. Dùng phương pháp đơn hình giải các bài toán sau: 
a) f= -50x\ - 60x; — min, 
xị†+2x;¿ S8, 
Xịt X¿ S5, 
9xị +4x; < 36, 


xX¡>0,x¿>0. 


Chương 3 —- Phương pháp đơn hình 61 mm" 


b) f=2xị + ŠX¿ + 4x + X4 - ŸX¿ —> min, 


Xị + 2X¿ + 4xạ - 3x: = 152, 
4x: +2Xx‡y +Xa +3X; =ó0, 
3X¿ + X; <36, 


x¡> 0= 1⁄2....,5). 

c) F=6xi †Xx¿+ xạ † 3x4 + X; - 7Xe + 6X? —> min, 
-XI†X2- Xa+ X†xX; =lð, 
2X) - Xa + 2X + X; =‹9, 

EE== 2 
x¡>0 0=1,....7). 


, 


d) f=xi - Xa —> min, 


Xị ^ X2 > “1, 
§ 3xi†+2x;y < 6, 

-3xXI - X2 > -9, 

xị> 0, x2 >0 


2. Dùng phương pháp hai pha giải bài toán sau: 


f=2x(†+Xxạ+Xạ — mm, 
Xị†X¿ạ+t Xạ † X4 +Xs — 
XỊ †+X¿ + 2x; + 2xa + 2X; =8, 


Xị+X2 =2, 

Xạ +X4 1X; =3, 

x¡>0 0= L,....4). : 
4. Dùng phương pháp phạt giải các bài toán sau: 


a) f= -Xị - 2X¿ - 3X: + X4 —> mm, 
Xxị+2Xz+3x2 = 15, 
2xi + xạ + 5Xã =20, 

XI†2x¿ạ†+x) +X4 = lÔ, 


x¡>0 (J= L,....4). 


Am? 62 Chương 3 — Phương pháp đơn hình 
b) f=xị+ 2X¿ ¬ X; —> maxX, 
-XI+ 4X: - 2X < 6, 
Xị† Xạ+2xy >ỐG, 
2XIi-Xa†+2Xy =4, 
x¡>0,x¿>0,x:>0, 
c) F=-xi-Xạ+ Ì —> max, 
XỊ -X¿ >-l, 
3xịy†2x;y > 6, 
-3xi-X;y >-9, 
L xi>0,X; 2 0. 


4. Giải các bài toản thực tế cho ở bài tập 1), 2) và 5) Chương 2. 
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Chương 4 : 


QUI HOẠCH TUYỂN TÍNH 
ĐỐI NGẤU 


Chương này để cập tới vấn đề đổi ngẫu trong qui hoạch tuyến tính. 
Đối ngẫu là một phương pháp mà ứng với mỗi bài toán qui hoạch tuyến 
tính đã cho (gọi là bải toán góc), ta có thể thiết lập một bài toán qui 
hoạch tuyến tính khác (gọi là bài đoán đối ngẫu) sao cho từ lời giải của 
bài toản nảy ta sẽ thu được thông tin về lời giải của bài toán kia. 

Vì thế, đôi khi để có được những biểu biết cần thiết về một bài toán 
thì việc nghiên cứu bài toán đối ngẫu của nó lại tỏ ra thuận tiện hơn. 
Hơn nữa khi phân tích đồng thời cả hai bài toán gốc và đối ngẫu ta có 


thê rut ra các kết luận sâu sắc cả về mặt toán học lẫn về ý nghĩa thực 
tiễn. 


§1. CÁCH LẬP BÀI TOÁN ĐỐI NGĂU 


1.1, Cho một qui hoạch tuyến tính, ký hiệu (P), dưới dạng 


chuân: 
f{x) = cIXI + C2Xa +... † CnXạ —> min, 
(P): < 8uXI † a2X¿ +... † amXn >2 bị, 1= L, 2,..., m, 
xị>0,J=1,2,...,n, 
tron đó aụ, Ðị, c¡ là các hệ số cho trước; X = (X\, X¿,..., Xa) e R” là 


véctơ biến cân tìm. 


._ Ta gợi đối ngẫu của (P) là qui hoạch tuyến tính, ký hiệu (Q), có 
đạng: 


g(y) = biyi + bạy¿ +... + bmYm —> max, 
(Q):< aijVi † A2jV) +... Ð âmiYm Š Gj } = Ì, 2,..., n, 
Ìyi>0,1Z1,2,...,m 
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ở đây ÿ= (Vu, Ys,..., Ym) e R” là véctơ biến cần tìm. 


Nhận xét : 


3) 


b) 


©) 
đ) 


Các ràng buộc chính trong bài toán (P) (mà ta sẽ gọi là bài oán gốc) 
trơng ứng một-một với các biến trong bài toán đối ngẫu (Q) (mà ta 
sẽ gọi là các biển đổi ngẫu), trong khi các biến trong bài toán (P) 


(biến gốc) sẽ tương ứng HỘP một với các ràng buộc chính trong bài 
toán đối ngẫu. 


Các hệ số ở vế phải ràng buộc chính trong bài toán gốc trở thành các 
hệ số mục tiêu trong bài toán đối ngẫu, côn các hệ sô mục tiêu trong 
bài toán gốc lại trở thành các hệ sô ở về phải ràng buộc chính trong 
bải toán đồi ngâu. 

Bài toán gốc tìm min thì bài toán đối ngẫu tìm max (và ngược lại). 


Cả hai bài toán (P) và (Q) đều có dạng chuẩn: mọi ràng buộc đều là 
các bất đẳng thức (> đôi với bài toán min, < đối với bài toán max) 
và mọi biến đều không âm. 


` 7 12A^ y ` ^ là ^ V„IÃ 
Dùng kỹ hiệu véctơ và ma trận, ta có thê viết 


Bài toán gốc: Bài toán đối ngẫu: 
Ñx) = <c,x> —> min Ø(V) = <b, y> —> max, 
Ax>b, Afy<e, 

x»O, y>O. 


(AT là ma trận chuyền vị của A, <a, b> là tích võ hướng của hai 


véctơ a và b). 


Ví dụ 1. Đối ngẫu của bài toán qui hoạch tuyến tính dạng chuẩn 
fx) = 20x + 15x¿ — min, 
3xị:+ X¿ạ, > 60, 
40, 
60, 


xị>0, x;ạ>0. 


W 


XỊ† X¿ 


IV 


Xị† 2X¿ 


` lẳ bài toán 
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g(y) = 60v; + 40y; + 60y: —> max, 
3w + y;¿ạ + wị < 20, 
W + Ya+2y < 15, 
yvi>0,y;>0,v:>0. 
1.2. Tương tự, ta định nghĩa đối ngẫu của quí hoạch tuyến 
tính dạng chính tắc 
(x) = cIXI † CaX2 +... † CnXn —> min, 
âiiX\ Ê A2X¿ +... † AinXna = bạ 12 Ì, 2,..., m, 
X>0,]=1,2,...,n, 
là bài toán 
g(y) = biyi + Bạy¿ +... + PmYm —> mâxX, 
1 8Ijy¡ † ã2jY2 +... † amjYm Š Cị, J = Ì, 2,..., n, 
Ở đây, do các ràng buộc chính có dấu = nên các biến đối ngẫu 
tương ứng không có ràng buộc về dâu (các biển y¡ có dâu tuỳ ý). Dưới 
đạng véctơ - ma trận, ta có thê viết 


Bài toán gốc: Bài toán đối ngẫu: 
(x) =<c, x> -> min E(y) = <b,y> — max, 
Ax=b,x>O. ATy <€, 


Ví dụ 2. Đối ngẫu của bài toán qui hoạch tuyến tỉnh dạng chính tắc 
fx)=0,2xịy+0,8xạ+06ýx;  —> mm, ' 


2xị +Xxịy+X; = 400, 
2Xạ +Xs =400, 
Xạ+2Xạ + 3x4 = 1300, 


x¡>0,j=1,2,3,4, 5. 


là bài toán 
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E(y) = 400v + 400y; + 1300y; —> max, 


2y < 0/2 
2W; + w < 0, 

W_ + + - 2v; < 0, 
3y; < 0,8 

y + Y¿ < 0,6. 


1.3. Tổng quát, xét bài toán qui hoạch tuyến tính có dạng 


Í{x) = CIXI + €2X¿ †... + CnXn —> min, 
8¡iXỊ † ãj2X2 +... + 8mXn 2 bạt 6 ly, 
8¡iXI † ajX2 +... † AmXn = Đụ i € h, 
âiiXI † AjzXa +... + AainXa < bụ,1c la, 
x¡ị>0 0<1), x¡ tuỳ ÿ ( € J), xị<00 s1), 


trong đó lị (2 lạ C2 b = {1,....m}, ly =Ø, k1, 2, 3 (# k); 
J1 1š = {1,...,n}, 1y J= Ø,j,k= 1,2, 3 0z k). 


Ta gọi đối ngẫu của bài toán trên là bải toán: 
g(y) = bạy¡ + bay2 +... + DmYm —> max, 
AljY\ † A2jY2 †.... † AmYm Š Gj J] € ÍI, 
8IjyI + A2jY2 +... † amjYm = Gị,J € 1à, 
8ijÿ4 † 82jV2 +... † ãmjYm > Cj J € J3, 
vị> 0 (¡ e Ïj), yị tuỳ ý ( é ), y¡ < 0 { e ]). 
Sơ đồ đối ngẫu tổng quát được tóm tắt trong bảng đưới đây. 


SƠ ĐÔ ĐỐI NGẪU TỔNG QUÁT 


Bài toán gốc Bài toán đối ngẫu 


h t‹ Fì F2 .^ 2 
Các biến gốc: xị, xạ,...,Xa — |Các biển đối ngẫu: yw +... ; Vm 


Ị 


Hàm mục tiêu 
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x)= ciX: † C2X¿ }... † caXn c> | g(y)= bịy † bạy¿ +.., † bmVm —> 
min max 

Các ràng buộc 


>bụ,ichh,auxi+ajaxa+..+ — |>0,i>l,y, đấu tuỳ ý, ¡ el;,<0, 
ãinXa =bị ¡ 6l, <S be, 1<hH, 


>0,1e€ 1, x; dấu tuỳ ý, j e 1a, < G, J€ li, aiYyi † AajY› +... + 
<0, 1. âmjYm =©,J €J23Cj J € ]i. 


Ta nhận xét thêm rằng theo sơ đồ này, nếu hai ràng buộc gốc có 
dấu ngược nhau thì hai biến đối ngẫu tương ứng cũng có dấn ngược 
nhau, đồng thời nếu hai biến gốc có đấu trái nhau thì hai ràng buộc đối 
ngẫu tương ứng cũng có dấu trái nhau. Còn nếu biến gốc có dấu tuỳ ý 
thì trong ràng buộc đối ngẫu tương ứng sẽ có dấu = 


Hơn nữa có thể thầy rằng nếu lấy đối ngẫu. của qui hoạch đối ngẫu 
thì ta sẽ nhận được chính qui hoạch gốc. Vì thế, bài toán sốc cùng với 
bải toán đối ngẫu của nó lập nên một cặp quì hoạch đối ngẫu nhau. 


Ví dụ 3. Đối ngẫu của bài toán qui hoạch 
f{x) = 4xị - 3Xa + 2x; —> mũ, 
2x¡i+ X¿-3xy > 8, 
-XI-2X¿†ÁXy = 6, 
3Xxi†4x¿- Xs < 3, 


Xị>Ũ, xạ <Ũ, Xã tuỳ ý. 


là bải toán qui hoạch 
g(y) = 8yì + 6y› +3y; —> max, 
2y!- Yzt3y) < 4, 
Vị - 2V¿ † 4y: > +3, 
-3yi +4y2- W3 = 2, 


Vị >Ú, y› tuỳ Ý, V› <0. 
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§2. CÁC ĐỊNH LÝ ĐỐI NGẤU 


2.1. Cặp bài toán đối ngẫu dạng chuẩn 


Đề tiện cho việc nghiên cứu lý thuyết đối ngẫu, sau đây ta sẽ xét 
cặp bài toán đối ngẫu ŒP) và (Q) cho ở dạng chuẩn. Tuy nhiên các kết 
quả nhận được cũng đung cho một cặp bải toán đối ngẫu bất kỳ. 


Định lý 2.1. 
(Đối ngẫu yếu). Nếu x lả một phương ẳn bất kỳ của bài toán gốc 
(ŒP) va y là một phương án bát kỳ của bài toán đôi ngâu (Q) thì 

4Q) = ciáp + ca¿ +... Ð cu 2 8y) = bịVị + bạy) +... + bay. (2.1) 
Từ định lý đối ngẫu yếu trên đây ta suy ra ngay các hệ quả sau. 

Hệ quả 2.1. 

a) Giá trị mục tiêu của một phương án đối ngẫu bất kỳ là một cận dưới 

cho giá trị mục tiêu đổi với mọi phương án của bài toán gốc. 


b) Nếu hàm mục tiêu của bài toản gốc không bị chặn dưới trong miễn 
rằng buộc của nó thì bài toản đổi ngẫu không có bất kỳ một phương 
ản nào. 


€) Nếu hàm mục tiêu của bài toản đối ngẫu không bị chặn trên rong 
miền ràng buộc của nó thì bài toán gốc không có bái kỳ một phương 
ỉn nào. 

d) Nếu x' là một phương án của bài toán gốc, y là một phương ản của 


bài toàn đổi ngấu và  fƒx) = sứ ? thì x là phương án tôi ưu của bài 
toán gốc và y` là phương án tôi ưu của bài toản đổi ngẫu. ` 


Thật vậy, các kết luận a) — c) là hiển nhiên. 
đ) Với bắt kỳ phương án x của (P) và phương án y của (Q), theo định lý 
2.1. ta có: 
#8) >g0) = f#*) > g0), 
các bắt đẳng thức này chứng tỏ x3 là phương ấn tối ưu của (P) (bài 
toán tìm mìn) và y* là phương án tôi ưu của (QO) (bài toán tìm max). 
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Định lý 2.2. 


(Đối ngẫu mạnh). Nếu một qui hoạch cỏ phương ẳn tối ưu thì qui 
hoạch đối ngâu của nó cũng có phương án tôi ưu và giá trị lối tru 
của chung là bằng nhau. 


Các kết quả nêu trên cho thấy mối quan hệ sau đây giữa hai bài 
toán gốc và đối ngầu. 


Định lý 2.3. 


(Định lý tôn tại). Đối với mỗi cặp qui hoạch đổi ngẫu nhau chỉ có 
thể xây ra một trong ba khả năng loại trừ nhau sau đây. 


a) Cả hai qui hoạch đêu không có phương án. 


b) Cả hai qui hoạch đều có phương ản. Khi đỏ, cả hai qui hoạch đều 
có phương án tổi ưu và giá trị tôi ưu của các hàm mục tiêu là bằng 
nhau. 


€)_ Một qui hoạch có phương án và qui hoạch kia không có phương án. 
Khi đó, qui hoạch có phương án sẽ không có phương án tôi ưu và 
hàm mục tiêu của nó không giới nội trong miền ràng buộc. 


Các ví dụ sau đây minh hoạ cho các tỉnh huống 3) - c) nêu trên. 
a) Bài toán gốc không có phương án. 

fx) = xi > mm, 

Xi†X¿> Ì, 

~Ki~Xạy> Ì, 

XỊ, Xa tuỳ ý. \ 

Bài toán đối ngẫu không có phương án. 

Ø(y)— yi†y¿ => max, 

YVi-Ya—= ], 

yi-Yz= Ô, 

yi>0, yy>0. 
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b) Bài toán gốc có phương án. 
Ñx)= 5xị † 10xạ—> mín, 
2X: + 3x¿ >2 l4, 
xạ 4x: 3> I2, 
Xx:>0, x;¿>0. 
Bài toán đối ngẫu có phương án. 
ø(y) = l4vi + 12y› — max, 
2W + y¿ <Š, 
Âyvi + 4y; < 10, 
i20, y:>0. 
Phương án tối ưu của hai bài toán là x* = (4; 2), y* = (2; l) và 
fx*) = g(y*) = 40. 
e) Bài toán gốc không có phương án. 
Í(x)= xị —> min, 
Xị + Xạ 3 ÏÍ, 
“Kt - X: 2 1, 
xị>0, x;ạ>0, 
Bài toán đối ngẫu không có phương án tối ưu. 


#(y)= y¡ † Y2 —> max, 


Vì ~ Y2 < 1, 
WM - Ya <Ô, 
yị>0, y;>0. 


Mối liên hệ giữa hai bài toán đối ngẫu còn thể hiện ở hai định lý về 
độ lệch bù sau đây. 
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Định lý 2.4. 


(Định lý yếu v về độ lệch bù). Một cặp phương án x, y của hai qui 
hoạch đối ngẫu (P) và (O) là những phương án lối ưu khi và chỉ 
khi chưng nghiệm đung các hệ thức: 


vi am, - b)=0 Vi=1,2,..,m, (2.2) 
l 


Xịi(cj¡~2apy,)=0 Vj=1,2,..,n. (2.3) 


=] 
Ta thấy Sam ¡x bị là độ lệch (mức chênh lệch giữa về trải và về 


phải) ở ràng NIệt ¡ trong bài toán gốc (P), y¡ là biến đối ngẫu tương ứng 


với rằng buộc này. Tương tự, c¡ -»auy, là độ lệch ở ràng buộc j trong 
íl 

bài toán đối ngẫu (Q) và xị là biến gốc tương ứng với ràng buộc › này, 
Các hệ thức (2.2), (2.3) nói rằng với mỗi ràng buộc gốc hay đối ¡ ngẫu thì 
tích của độ lệch ở ràng buộc này và biến đối ngẫu (hay biến gốc) tương 
Ứng với ràng buộc đó phải bằng không. Nói cách khác, nến một ràng 
buộc có độ lệch đương thì biến (gốc hay đổi ngẫu) tương ứng với _ rằng 
buộc đó phải bằng không: ngược lại, nếu một biến gốc hay đối ngẫu có 
giá trị đương thì phương án của bài toán đối ngẫu phải thoả mãn ràng 
buộc tương ứng với đấu = (thoả mãn như một đẳng thức). Như vậy, hệ 
thức (2.2) có nghĩa là 


Nam ¡> bị = y¡=Ô và yị >0 = Na,x x¡ =b,i=1,2,...,m 

rl l 

Hệ thức (2.3) cũng có nghĩa tương tự 

m n 

3 auY¡ < G = xị = Ú và xị¡ >Ũ 3 anYị =cj,j=l,2,...,n 

i=l ¡=l 

Các đăng thức (2.2), (2.3) Tiệng loại trừ khả năng là với một ¡ nào 


đó ta có đồng thời y¡ = 0 và Nay 
JƑFl 


ữXj = bị. Tuy nhiên định lý sau cho 
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thấy khả năng này không thể xảy ra đối với tất cả các cặp phương án tối 
ưu đối ngầu. 
Định lý 2.5. 


(Định lý mạnh về độ lệch bù). Xếu cặp bài toán đổi ngẫu Œ và 
(O@) có phương án thì tổn tại một cặp phương án tốI ưu x, „ 
nghiệm đụng 


y +(Ax” -b) >0 và x` + (c- A'y) >0, 
2.2. Tìm phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu 


Nếu biết phương án tối ưu của bài toán gốc, vận dụng lý thuyết đối 
ngẫu ta có thể suy ra phương ản tối tru của bài toán đối ngẫu tương ứng 
mà không cần giải nó. 


Ví dụ 1. Bài toán qui hoạch tuyến tính 


fẨx)= XI† Xz+† XịT† X¿†+ Xs —> mín, 


3xXxị:+ Xạ† Xk = ], 
3XỊI† X:† Xạ+†+ X4 = 3, 
2x: †5Xxa†i Xị+ Xe = 8, 


Xị>0,j=1,2,3,4, 5. 


có phương án tối ưu x" = (0, 1, 0, 2, 3) với fmạ = f( `) = 6. Hãy tìm 
phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu tương ứng. 


Giải. Bài toán đối ngẫu có dạng 
g(ÿ)= Vị † 3ÿy¿ + ấy —> mâxX, 
3yị+5y;+2y› < 1, 


yi† yat5yy < |], 
Vif Ya† Vị Š T1, 
Y› <1, 

W < l1 


Gọi y` là phương án tối ưu của bài toán này. Dox;, X;, Xx;: >0 
nên theo định lý 2.4. y” nghiệm đụng hệ phương trình: 
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| 
xế 
` 


MT? 2+5; ~ 
Y2 BC 7 
Vq = Ì, 
Giải hệ này ta nhận được 
y =(5,1,1)với Eax=gŒ@)=-5+3+8=6* Ea. 


Ví dụ 2. Dùng phương pháp đơn hình giải qui hoạch gốc sau đây, 
từ đó suy ra lời giải của bài toán đối ngẫu tương ứng với nó. 


f@Q =XIi-Xz -2X4†2xs- 3X —> min, 
XỊ + Xi X:- Xs >=)\2 
%2: Xi + x¿ =2, 


Xa+2Xxa+4xs+3x¿ = 9, 
x;.Z0,J=1;2,3,4, 35,6. 


Xuất phát từ phương án cực biên ban đầu x” = (2, 12, 9, 0, 0, 0) với 
cơ sở tương ứng là ma trận đơn vị. Quá trình giải được ghi lại trong 
bảng đơn hình dưới đây (các Bảng 1-3). 


2è) t2 hy 
0c g|PHaớng `1 | 11763458 
 .- 
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Để tìm lời giải (phương án tối ưu) của bài toán đối ngẫu ta áp đụng 
qui tắc sau: 
Qui tắc A. 

Nếu cơ sở ban đầu là ma trận đơn vị thì để tìm lời giải của bài toán 
đối ngẫu, ta chọn ra từ bảng đơn hình cuối cùng các A, của các cột biến 


x¡ mà chung là các biến cơ sở ở bước lặp đầu tiên (bảng I), rồi cộng 
thêm với hệ số c¡ tương ứng. 


Lời giải của bài toán gốc là x` = =(0,8, 0, 3,0, L) với fmin = -17. Các 
biên cơ sở ở bước lặp đầu tiên (Bảng 1) là xị, Xa, x:. Các véctơ Ai, À2, 
Aa tương ứng đều là các véctơ đơn vị. 


Vì thể, lời giải của bài toán đối ngẫu y` = (yj,y}, vị) được xác 
định như sau: 


Vậy, 
y  =(§, -l,~) VÀ gm„= 2 x‡ + 12 x (CD) + 9 x(c‡) =-17= mm, 
§3. PHƯƠNG PHÁP ĐƠN HỈNH ĐÓI NGẪU 


Về thực chất, đây là phương pháp đơn bình áp dụng vào bài toán 
đối ngẫu, nhưng để tìm lời giải của bài toán gốc và diễn đạt các bước 
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tiến hành theo ngôn ngữ bài toán gốc. Phương pháp này do Lemke G. E. 
đề xuất năm 1954. 


Phương pháp đơn hình giải qui hoạch tuyến tính bắt đầu từ một 
phương án (nghiệm đung Ax = b và x > ©) mà nó chưa thoả mãn tiêu 
chuẩn tối ưu (định lý 1.1 Chương 3). Sau mỗi bước lặp ta sẽ tìm được 
một phương án mới tốt hơn phương án cũ và quá trình lặp này tiếp tục 

_ cho đến khi nhận được phương án tối ưu. 


Phương pháp đơn hình đối ngẫu lại xuất phát từ một “giả phương 
án” (nghiệm đung Ax = b) mà nó thoả mãn tiêu chuẩn tối ru nhưng 
không thoả mãn điều kiện x > O, nghĩa là bảng đơn hình ban đần không 
có phần tử dương trong dòng mục tiêu (dòng cuối), nhưng lại có phần tử 
âm ở cột phương án (vi thê có tên gọt giá phương án). Các bảng đơn 
hình được biến đổi sao cho luôn đảm bảo điều kiện tối ưu và quá trình 
này tiếp diễn cho đến khi nhận được phương án (không còn phân tử âm 
trong cột Giá phương án). Phương án đó sẽ là phương ản tôi ưu. 


Phương pháp đơn hình đối ngẫu thường được sử dụng khi ta chưa 
biết một phương án cực biên nào của bải toán gốc, nhưng lại có sẵn một 
phương án cực biên của bài toán đối ngẫu. Chăng hạn, khi bài toán cần 
giải có dạng chuẩn và véctơ hệ số mục tiêu c> Ö: 


min{Ñx) = <c, x> : Ax >b, x> O} (về phải b tuỳ ý) 
Bài toán đối ngẫu có dạng 
max{g(y) = <b, y> : AÏy < c, y > O}. 


jhŠ ràng y” = O là một phương án cực biên của bài toán đối ngẫu, vì 
A'?=O<c. 


1 


Các bước tiến hành thuật toán đơn hình đối ngẫu như sau: 


Bước 1. Lập bảng đơn hình đối ngẫu ban đầu (xem ví đụ minh hoạ 
dưới đây). 


-_ Bước 2. Kiến tra tối ưu: nếu mọi phần tử trong cột giả phương án 
đều không âm thì dừng quả trinh giải: ta nhận được phương án tối ưu 
của bài toán đã cho. Trải lại, chuyển sang Bước 3. 

Bước 3. Chọn dòng quay: đó là dòng đầu tiên tử trên xuống mà nó 
chứa phân tử âm nhỏ nhật trong cột giả phương án. 
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Bước 4. Chọn cột quay: chia các phần tử trên dòng ước lượng (cuối 
mỗi bảng) cho các phân tử tương ứng trên dòng quay, nhưng chỉ chia 
cho những phần tử âm trên dòng quay. Cột quay là cột đầu tiên từ trái 
sang phải ứng với số nhỏ nhất trong các tỉ số đó. 


Bước 5. Biến đổi bảng đơn hình hoàn toàn như trong phương pháp 
đơn hình thường (thay đổi biến cơ sở, đổi hệ số mục tiêu tương ứng, xác 
lập các véctơ đơn vị, biến đổi đòng quay và cuối cùng là biên đôi các 
dòng khác theo qui tắc hình chữ nhật). 


Trở lại thực hiện Bước 2 mô tả ở trên. 


Chu ý. Khi tìm cột quay, nếu mọi phần tử trên dòng quay đều 
không âm thì đó là đấu hiệu cho thấy bài toán ban đầu không có phương 
án. 


Ví dụ 1. Giải bài toán qui hoạch tuyến tính đạng chuẩn sau đây. 
f(x) = 15x\ + 12x; + 10x — min, 
3xi† 4x¿+ 2x; > 160, 
Xi+ 2X;+ 3xịy > 140, 
Xxị>Ũ, xz>0, x:>0. 


__ Ta đưa bài toản về dạng chính tắc và đổi dấu hai vế các ràng buộc 
đăng thức: 


f{x) = 1ŠXị + 12x; + IÔXa —> mn, 
-Ä3XỊI- 4X2- 2X‡ + X4 =-160, 
-XịI- 2X¿- 3X + x; „ -140, 


xị >0, j =1, 2, 3, 4, 5. 


Bài toán có n = 5 biến và m = 2 ràng buộc chính, nên mỗi bảng đơn 
hình gồm n + 3 = 8 cột và m + l = 3 dòng. Cũng như trong phương 
pháp đơn hình thường, bảng đầu tiên ghí lại các hệ số trong bài toán, chỉ 
khác là cột “Phương án” bây giờ được thay bằng cột “Giả phương án”, 
vì trong thành phần của “phương án” xuất phát có các phần tử âm. Bảng 
này tương ứng với giá phương án ban đầu x = (0, 0, 0, -160, -140), 
lạ = = tọt )= 0. 
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Trong bảng 1, cột giả phương án có phần tử âm, nên ta chưa nhận 
được phương án tối ưu. Ta chọn dòng xa (tương ứng với số âm nhỏ nhất 
~160) làm dòng quay. Cột quay là cột x; (tương ứng với số nhỏ nhất 
trong ba tỉ số: =lŠ= 5, =2= 3, 2= 5). Phần tử quay bằng -4 (trong ô 


tô bóng mờ). Biến đổi bảng này đo qui tắc đơn hình ta nhận được 
bảng 2. 


Trong bảng 2, cột giả phương án vẫn còn phần tử âm. Ta chọn 
dòng x; làm dòng quay và chọn cột xạ làm cột quay. Phần tử quay bằng 
-2. Biến đối bảng 2 ta nhận được Bảng 3. Trong bảng này, mọi phần tử 
trong cột giả phương án đều dương, ta có phương án tối ưu: x =(@0,25, 
30) với fni; = 600. 


X2 12 25 1/4 
FSIETIETNEIEWIERITRIETT 
BE” EE-TBRIENINITNIENIEN 
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Từ các kết quả tỉnh toán nêu trên, ta cũng có thể tìm được lời giải 
của bài toán đối ngẫu nhở vận dụng qui tắc sau đây (tương tự như qui 
tắc AY 
Qui tắc B. 

Nếu cơ sở ban đầu là ma trận đơn vị thì để tìm phương án, tối ru 
của bải toán đối ngẫu, ta chọn ra từ bảng đơn hình đôi ngẫu cuối cùng 
các A¡ của các cột biến x¡ mả chúng là các biến cơ sở ở bước lặp đầu tiên 
(băng 1), rồi cộng thêm với hệ số c¡ tương ứng. Sau đó, đổi dấu tống tìm 
được nếu biến cơ sở tương ứng ban đầu nhận giá trị âm. 

Với ví dụ đang xét ta thấy các biển cơ sở ở bước lặp đầu tiên (Bảng 
1) là xạ, X; (Aa, À; là các véctơ đơn vị). Luc đầu các biến này đều nhận 
giá trị âm, nên phương án tối tru của bài toán đối ngẫu y` = (Yy¡,y2) 
được xác định như sau: 

Vị=- Á -{=2-0=2, 

Va=-Áz-c(s=2-0=2, 
Vậy, y` = (2; 2) và gmạ = 160 x 2 + 140 x 2 = 600 = fmin. 
Ví dụ sau đây cho thấy bài toán gốc không có phương án. 


Ví dụ 2. Dùng phương pháp đơn hình đối ngẫu giải bải toán qui 
hoạch tuyển tính sau. 


Ấx)=2xI-4Xa+†. Xã - X4 + 2X: — min, 
XỊ - 2X¿ - 2Xs =<2, 
4x¿+ X:† X- Xã =-4, 
24 - Xs Xe . 
XạT Xs +ẢXs +x; =Ố, 


Xj>0,j= 1,2,3, 4, 5, 6, 7. 


Xuất phát từ giá phương án xŸ = (-2, 0, 0, -4, 0, 2, 6). Quá trình 
giải như sau. 
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ở bảng 2, mọi phần tử trên dòng quay x; (dòng được tô bóng mờ) 
không âm, nên bài toán gốc không có phương án. 


Trong các ví dụ trên ta đã may mắn có được các giả phương án 
thoả mãn tiêu chuẩn tối ưu. Nói chung, khó có thể tìm những điểm xuất 
phát như thế cho phương pháp đơn hình đối ngẫu. Về vấn đề này có thể 
xem [I], [4], [6]. 


Đối với phương pháp đơn hình ta đã bàn khá kỹ về các kỹ thuật tìm 
một phương án cực biên ban đầu của bài toán qui hoạch tuyến tính dạng 
bất kỳ. Song với phương pháp đơn hình đối ngẫu ta sẽ không đi sâu tìm 
hiểu các thủ tục tìm giả phương án ban đầu thoả mãn tiêu chuẩn tối ưu. 
Sở dĩ như vậy là vì ở đây ta chủ yếu dùng phương pháp đơn hình đối 
ngẫu để tìm phương án khi đã có bảng đơn hình thoả mãn tiêu chuẩn tối 
ưu, nhưng chưa thoả mãn điều kiện x > O. Các bảng như thế có sẵn 


IM]°so Chương 4 - Qui hoạch tuyến tỉnh đối ngẫu 


trong một số ví dụ đã xét ở trên hoặc đễ xây dựng trong ứng dụng 4.1 
xét tới ở 84. 


§4. ỨNG DỤNG CỦA LÝ THUYẾT ĐỐI NGẪU 


4.1. Tái tối ưu hoá khi thêm ràng buộc mới vào bài toán 


Khi lập mô hình cho các vấn để thực tế dưới dạng bài toán qui 
hoạch tuyến tính thường có nhu cầu bổ sung thêm các ràng buộc vào mô 
hình nhằm làm cho nó phản ánh chính xác hơn vấn để đang nghiên cứu, 
đặc biệt khi cần so sánh lời giải thu được từ mô hình với tình "huống 
thực tế được mô hình hoá. Tuy nhiên, việc thêm vào một hay nhiều rằng 
buộc có thể làm cho lời giải hiện có không thoả mãn các ràng buộc mới 
này. Trong những trường hợp như thế phương pháp đơn hình đối ngẫu 
sẽ giup giải quyết vấn đề một cách hiệu quả mà không cần giải lại toàn 
bộ bài toán từ đầu. Ví dụ sau minh hoạ cho tình huống này. 


Ví dụ. Hãy tìm lời giải của bài toán qui hoạch tuyến tính nhận 
được tử bài toán cho ở ví đụ 1, §3 băng cách thêm vào một ràng buộc 
mới: 


xị¡ +tXạtXx; > 60, 


Dùng phương pháp đơn hình đối ngẫu gnh bài toán ở ví dụ Ï ta đã 
nhận được bảng 3: 


Bảng nảy chó thấy x* = (0; 25; 30) là phương án tối ưu của bài toán 
với fmia = 600. Do x* không thoả mãn ràng buộc mới xị + x¿ + xạ > 60 
nên x* không phải là một phương án của bài toán mới. Để xử lỷ ràng 
buộc mới này, ta thêm vào biến bù xạ > 0 để đưa ràng buộc về dạng đăng 
thức và đổi dấu hai về đăng thức ta được: - Xị - X¿ - Xạ + xạ = - 60. Bây 
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giờ ta đưa ràng buộc này vào Bảng 3 và lập Bảng 4. Để ý là biến phụ 
mới Xó không có mặt trong hai ràng buộc còn lại và trong hàm mục tiêu, 
vì thế hệ số của Xe trong hai ràng buộc này cũng như trong hàm mục 
tiêu bằng 0. Hơn nữa, biên x¿ sẽ là biến cơ sở. 


Do X2, Xã là các biến cơ sở nên cột Xa, X3 phải là các véctơ cột đơn 
vị với số 1 ở ô có cùng tên biến trên dòng và cột của nó. Muốn thế ta 
cộng dòng 1 và đòng 2 vào dòng 3. Kết quả ta nhận được Bảng 5. 


Biến | ọ„ |Giäphương| X' | X | s | x | s | x 
Cơ Sở : án 

YITTIETIET 
[xsịø| 2% |ze|1 |0 |28|14| 9| 
L4. ,Ả.„ li,xk3kyia Byi- là lc, 
R?BEES./ án 4530198 


Bảng này tương ứng với giả phương án x? = (0; 25; 30; 0; 0; -5) 
thoả mãn tiêu chuẩn tối ưu. Loại biến Xe khỏi cơ sở và đưa biến Xs VàO 
cơ sở. Biến đổi Bảng 5 theo phương pháp đơn hình cải biên ta nhận 
được Bảng 6. Trong bảng này ta thấy mọi phần tử trong cột Giả phương 
án đều đương nên phương án tối ưu cuả bài toán mới bây giờ là 
x* = (0; 20; 40) với giá trị cực tiểu mới f„¡a = 640 (giá trị này đương 
nhiên lớn hơn giá trị fmin cũ). 
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Biến Giả O0 22 nh v 
_ [| |o |o |, 
1h re 
FILIETNL1EIEINITTIES 
[se | m J32|e |e|s | rị3| 
| mm | eo |4 |o |õ |a |ð || 


4.2. Tìm nghiệm không âm của hệ phương trình tuyến tính 


Việc tìm nghiệm không âm của một hệ phương trình tuyến tính 
Ax =b,x>O, với A là ma trận m x n, b € R” vả x e R`, có thê qui về 
việc giải một qui hoạch tuyến tính: 
min {Ñx,Ð = tị +f; +... + tạ: Ax+t=b,x>0,t= (tị, tạ, ..., tr) > 0}. 
Bài toán này chắc chắn có lời giải, bởi vì (0, b) là một phương án 
và hàm mục tiêu f{x,t) > 0 với mọi phương ẩ ản Œ, t) của bài toán. Giả sử 
(xŸ, £) là một lời giải của bài toán trên. Nếu †` = 0 thi x” là một nghiệm 


không âm của hệ phương trình tuyến tính đã cho, còn nếu t” z O thì hệ 
đã cho vô nghiệm (không có nghiệm không âm). 


Ví dụ L. Việc tìm nghiệm không âm của hệ phương trình tuyến tính 
2xi†3Xx;- X: = 7, 
Xị- 2Xx¿ + Xã = 9, 
3xịi¬ Xa-2X: = 4, 

qui về việc giải bài toán qui hoạch tuyến tính sau 


ti + t2+ ạ mm, 


2xịi+3x¿- X:+ tị = 7, 
- 2X¿ + 4xa +ụ = 9, 
3Xi- Xa-2Xạ +t =4, 


>0,1>0,j=1,2, 3. 
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Dùng phương pháp đơn hình giải bài toán nảy, ta nhận được 
phương án tối ưu (x , Chim (3, 1,2, 0, 0, 0). Vậy nghiệm cần tìm của hệ 
phương trình đã cho làx = (3, 1, 2). 


Ngược lại, ta có thể đưa việc giải một bài toán qui hoạch tuyến tính 
về viêc tìm nghiệm không âm của một hệ Phường trình tuyến tính. Thật 
vậy, xét đại diện bài toán quí hoạch tuyến nh dạng chuẩn: 
mm {Í(x) = <c, x> : Ax >b, x> 0}. Từ lý thuyết đối ngẫu cho thấy rằng 
nếu bài toán qui hoạch đã cho có lời giải, chăng hạn x, thi bài toán đối 
ngẫu của nó cũng có lời giải, chẳng hạn y, và giá trị của hai hàm mục 
tiêu là bằng nhau: <c, x> = <b, y>. Do đó, cặp lời giải (x, y) nghiệm 
đung hệ phương trính và bất phương trình tuyến tính: 


<c, x>=<b, y>, Ax>b, AT y<c,x>O,y>0. 


Băng cách đưa vào các biến phụ u, v > O, hệ trên được viết lại 
thành: 


<c,x> = <b,y>, 
Ax-u=b,A'y+ v=c, 
x>O,y>O,u>O©,v>0. 
Ví dụ 2. Việc tìm lời giải cho qui hoạch tuyến tính 

f(⁄) = §5xị + 10x — min, 

2xịt3x¿ > l4, 

xịạt4x;y > l2, 

>0,x¿>0, 


có thể qui về việc tìm nghiệm không âm của hệ phương trình tuyến 
tính sau: 


Šxị † 10Xạ = l4y + 12ya, 
2xị †3x¿ -U) = l4, 2V + y¿†vị = Ñ, 
xị +4x¿ -U¿= Ì2, K) + 4w +v¿= 10, 


xi>0,X¿>0,yi>0,ya>0,u¡>0,u;>0,vị >0,vạ>0. 
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Nghiệm không â âm của hệ này là (x, y,u, v) = (4; 2; 2; 1 0; 0; 0; 0). 
Vậy, phương ắn. tối ưu của bài toán gôc và bài toán đối ngẫu tương ứng 
là x = (4; 2) và y= (2; 1). 


4.3. ứng dụng vào bài toán trò chơi ma trận: Định lý minimax 


Xét trò chơi ma trận như sau: Có hai người cùng chơi, ký hiệu P\ 
và P;. Người chơi P¡ chọn tập chiên lược chơi Ï = {I, 2,..., m}. Người 
be P; chọn tập chiến lược chơi  J = {1,2,..., n}. Cho trước ma trận 

= (Ai)m»n, gọi là ma trận trẻ tiên. Nếu Pị chợh chiến lược e I và Đ› 
tt chiến lược j Jej]thì Pị thắng P; số tiền au (Pa trả cho Pụ số tiền ai) 
niễu ai > 0. Khí aj < Ô ta hiểu theo nghĩa ngược lại: P› thắng -ai, Pì thua. 
Vấn để đặt ra là hãy tìm chiến lược chơi tối ưu cho mỗi đầu thủ (người 
chơi). 


Ví dụ. Trò chơi dân gian "One-Two-Three ` (đọc chệch là Oăn tù 
tì) là một trỏ chơi ma trận với tập chiến lược chơi giống nhau đối với cã 
hai đấu thủ: ở mỗi lần chơi, mỗi người chơi giơ tay ra hiệu chọn "Giấy", 
"Bua" hoặc "Kéo". Ma trận trả tiền có dạng: 


Trong những trò chơi như thế, thông tin về cách chơi của các đấu 
thủ là TẤT quan trọng, đồng thời số tiền thắng hay thua từ một cuộc chơi 
(gồm nhiều lần chơi) được tính như là kết quả của các lần chơi. Vì vậy, 
ta đi đến khái niệm chiến lược hỗn hợp. Bây giờ ở mỗi lần chơi, các đầu 
thủ không chọn cố định một chiến lược chơi cụ thể nào, mà sẽ lựa chọn 
các chiến lược ¡ e I hay j e J theo một tỉ lệ (xác suất) nào đó. Giả sử xị 
là tỉ lệ mà P¡ chọn chiến lược ¡ e I trong cuộc chơi. Véctơ 


X = (XI, Xa,..., Xm) VỚI Xị 2> 0,1= 1, 2,...,m và xi +X¿ +... + Xm = Í, 


được gọi là một chiến lược hỗn hợp của P\. Tương tụ, chiến lược 
hỗn hợp của P là véctơ 


y=(yn, 9, .. › Va) Với yị > 0, j = Ï,2,...,n và yị + y; +... + yạ= l, 
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Bài toán của Pạ. Số tiên thắng của P¡ khi anh ta chọn chiến lược 
hỗn hợp x còn P¿ chọn chiến lược j là AijXI + A2jX¿ +... + am Xm (J = L, 2, 

„n). Gọi œ là số tiển thắng tối thiểu mà P¡ đạt được bất kế P¿ chọn 
chiến lược nào, nghĩa là 


œ< aijXị + A2jX2 +..,+ âmjXm; VỊ =1,2,..,1Ọ. 
Vì thế, P¡ cần giải bài toán: 
Œ —> maX, 
ânjXI † a2jX2 +... † ãmjXm - Œ >3 0,j =1,2..../ 0n 
Xị + X: +... Xm = Ì, 
xịi30,xa>0,..., Xa>Ô. 


Bài toán của P¿. Số tiền thua của P; khi anh ta chọn chiến nói 
hỗn hợp y còn P\ chọn chiến lược ¡ ¡ là AnV\ + Ajay2 +... † AinYn (1 = 

„m). Gọi B là số tiển thua tối đa mà P› phải trả bất kể P¡ chọn Ki 
lược nào, nghĩa là 


B 3 aiiyi + aj2Yy; +... + ainyn, VI = l,2,...,m 
Vì thế, P2 cần giải bài toán: 
B mm, 
8i1Y¡ + Ajay› +... + aiayn - § < 0,1= 1,2,...,m 
yì.† Y2 +...† ya = Ì, 
vi>0,ys>0,..., yn> 0. 


Dễ thấy rằng hai bài toán trên lập thành một cặp qui hoạch đối 
ngẫu nhau. Hơn nữa, rõ Tảng cả hai bài toán đều có phương án, nên cả 
hai đều có phương á án tối ưu và max ơ = min B (số tiền thắng lớn nhất 
của P¡ bằng số tiền thua nhỏ nhất của P›). Từ đó ta có 


Định lý 4.1 


(Định lý minimax). Với trỏ chơi ma trận bất kỳ, môi đối thủ đều có 
chiến lược tối ưu xẻ 3 sao cho số tiền thắng lớn nhất của Pị bằng 
số tiễn thua nhỏ nhất của Pạ, 
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4.4. Ý nghĩa kinh tế của cặp bài toán đối ngẫu 


Xét bài toán xác định khẩu phần thức ăn (bài toán gốc): Người 
chăn nuôi cần mua n loại thực phẩm cho gia sục trong mỗi bửa ăn. Tỉ lệ 
các chất đỉnh dưỡng trong các loại thực phẩm, mức tối thiểu các: chất 
dinh dưỡng cho gia suc trong mỗi bửa ăn vả giá tiền của các loại thực 
phẩm được cho trong bảng sau: 


m 8mI | 8m2 |... 8mj 3mn 
m7 PIEIMDIHEI 


Vấn: để đặt ra: Người chăn nuôi cẩn mua bao nhiêu đơn vị thực 
phẩm mỗi loại cho môi bửa ăn để đảm bảo đủ chất dinh đưỡng cho gia 
suc và tổng số tiền chỉ mua thực phẩm là ít nhất ? - 


Mô hình toán học của bài toán : 
Ẩ(X) = CIX\ † (2X; +... +CạXa —> mím,. 
8iiXI + ãj2X¿ +... + amXa > Bị 1= 1,2,...,m 
x>0,J=1,2,..,n 


Trong đó : x¡ là số đơn vị thực phẩm j cần mua trong mỗi bửa ăn 
0= 1;2...., n). 


Bài toán đối ngẫu của nó có đạng 
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g(y) = bịy: + bay: +... † Duym —> max, 
8ijY\ + 82jY2 +... † AmjYm Š Cj, J = Í,2,...,n 
vi20,1=1,2,. 


Bây giờ xét công việc kinh doanh của một khổ sản xuất thuốc bổ. 
Gọi y; là giá một đơn vị chất đỉnh dưỡng Ì ¡ ở đạng thuốc viên. Nếu người 
chăn môi biết giá của các loại thuốc này (cũng chính là giá một đơn vị 
chất định đưỡng tương ứng), người đó sẽ phải lựa chọn xem nên mua 
thuốc hay mua thực phẩm đề đáp ứng nhu cầu về các chất dinh đưỡng 
trong khâu phần thức ăn. 


Vì giá một đơn vị thực phẩm j là c¡ và giá trị của tất cả các chất 
dinh dưỡng (ở đạng thuốc viên) có trong một đơn vị thực phẩm j J]à AjY 
+ â¿¡yz +... + amjYm, nên người chăn nuôi SẼ không mua thực phẩm j J nếu 
âijVI + 82jV¿ +... + amyYm < cj, nghĩa là nếu giá tiền mua thuốc re hơn 
mua thực phẩm, thì người chăn nuôi sẽ đặt x¡ = 0 (không mua thực 
phẩm j mà mua thuốc bổ để thay thế). 


Mặt khác, nếu nhà sản xuất thuốc đặt giá dương cho một đơn vị 
thuốc bổ ¡ (y¡ > 0) thì người chăn nuôi sẽ cô găng đáp ứng ở mức tối 
thiểu yêu câu về chất dinh dưỡng tương ứng trong khẩu phần thức ăn, 
nghĩa là nêu y¡ > 0 thì người chăn nuôi sẽ tìm cách mua các loại thực 
phẩm sao cho 

aiiXi † Ai2X2 +... + ainXa = bị. 

Tương tự như vậy có thể phân tích hành vi của nhà sản xuất thuốc. 

Có thể thấy rằng các phân tích kinh tế nêu trên là phù hợp với 
những kết quả của lý thuyết đối ngẫu (định lý yếu về độ lệch bù) trong 
qui hoạch tuyến tính. Như vậy, cặp bài toán qui hoạch đổi ngấu nhau 


chính là cặp bài toán mà người chăn nuôi và nhà sản xuất thuốc cần giải 
khi muốn tối ưu hoá hoạt t9IE của mình. 


BÀI TẬP 


1. Viết bài toán đối ngẫu của các qui hoạch tuyến tính sau: 
a) f= 2X +3x¿ - 4x; +Šx4 —> min, 


bỳ f= xị - 4x¿ - 3X) + 2x¿ —> mm, 
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điều kiện : __ điều kiện : 

. [Xị† Xa-2X3s+2xa > 10, Xị - 2X; † Xạ+ X¿ =-], 
-Xi†+2Xạ+ Xs- X4 8, 2xị +X¿ +} 3X: - Xạ 3> §, 
Xi" X¿†2Xxạ+t XaS 9, ~XI- 5X¿- Xy + 3x4 < -4, 
Xa>0,xạ<0,x¿>0. xXxị:>0,xạ>0, xa <0. 


2. Xét qui hoạch tuyến tính: 
f=xI * Xạ+ Xịy —> mm, 
- Xz† X:y > -Ì, 
XỊ - Xy > 
"XI X¿ >-1, 
: X:>0,x¿>0Ô, xa > Ô. 
Chứng tò rằng bài toản này'trùng với bài toán đối ngẫu của nó (Bài 
toán tự đối ngẫu). 
3. Xét bài toán qui hoạch tuyến tính 
f(x) = 4xị - Xa -3X; —> min, 
XI +3X¿ -ÁXã >-2, 
X2 - X3 ấ, 
2xị k 4x2 + 3X3 > -3, 


" 3x; 


W 
a 


-XJ Ô +2Xã <3, 
Viết bài toán đối ngẫu. Chứng tỏ x°=(-L,1,1) là phương ắn cực 
biên tối ưu. Xác định một phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu. 
4. Xét bài toán qui hoạch tuyến tính : 
x) = 3xị + 9x; - 2X: + X¿-4x: ~—> mịn, 
-Xxị +ẤXa- 3X: † X4 -2X§ =-6, 
3X\- 4Xa+2X)- Xà ÐXs = 4, 
4xI - Xa†+2X4-3Xs > 2, 
[uzbi=b2 3,4, 5, 
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a) Viết bài toán đối ngẫu. 

b) Phân tích các tính chất của vectơ x? = (2,0,0,8,6) đối với bài 
toán. Xác định tập phương án tối tru và các phương án cực biên 
tôi ưu của hai bài toán. 

5. Chứng minh Tầng nếu bài toán min{<c, x> : Ax =b,x> 0) có 
phương ản tối ưu thì các bài toán min{<c, X>: Ax=b,x>0} cũng 
có phương án tối ưu, trong đỏ b° là véctơ về phải bất kỳ, miễn là 
miễn ràng buộc {x e R°: Ax =b°, x >0} không rỗng. 

Gợi ý. Lập bài toán đối ngẫu. 

6. Ký hiệu X là tập hợp nghiệm của hệ bất phương trình Áx < b, x > O 
và W là tập hợp nghiệm của hệ wÀ > c, w > O. Chứng minh răng 
nếu X + Ø và giới nội thì W z Ø và không giới nội. Ngược lại, nếu 
W zØ và giới nội thì X + Ø và không giới nội. 

Gợi ý. Xét bài toán max{Xị + X; +... + xa: x € X} và bài toán đối 
ngẫu của nó. 


7. Cho A là một ma trận m x n, b e R”,c e R". Chứng minh rằng qui 
hoạch tuyến tính 


<c,Xx>-<b,y> —> min, 
Ax>b, ATyse, x>O,y>O, 
hoặc là không có phương án hoặc là có giá trị tối ưu bằng 0. 


8. Dùng phương pháp đơn hình đối ngẫu giải các bài toán qui hoạch 
tuyến tính sau đây và từ lời giải bài toán gốc suy ra lời giải của bài 
toán đối ngẫu. 


4)f= Xị +4x;+ X; — min, b) f= 2xị + 5x; —> min, 
2xi†3x¿t+4xy > 20, Xị†+ Xy 3> 9, 
Šxị— Xa†2x;y 3 12, 2xi† Xx;y >0, 
Xịạ†2Xạ— Xã S 2, xịạ†3Xx¿ > 15, 
—XI†+4xy- 2x: <S 1, Xị†2xa >4, 


x¡>0,1= 1,2, 3. x¡>0,1= 1,2. 
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Chương 5 : 


QUI HOẠCH TUYẾN TÍNH DẠNG 
ĐẶC BIỆT 


§1. TÊN TUYẾN TÍNH VỚI BIÉN BỊ CHẶN 
TRÊN 


1.1. Nội dung vấn đề 


Xét bài toán qui hoạch tuyến tính dạng bất kỳ (chính tắc, chuẩn tắc, 
tông quát), trong đó một số hay tất cả các biến số có thêm ràng buộc sau 
đây, gọi là rằng buộc cận trên: 


Xj Suyj €JC (1,2, ... n}, (1 


trong đó u; là hằng số (t8 cho trước biểu thị giá trị tối đa mà 
biến Xj CỔ thể nhận. Kinh nghiệm tính toán giải các bài toán qui hoạch 
tuyến tính bằng phương pháp đơn hình cho thầy thời gian giải phụ thuộc 
chủ yếu vào sô ràng buộc chính m, còn các rằng buộc không âm (ràng 
buộc về dầu) có ảnh hưởng không đáng kể. Vì thế, nêu ghép thêm các 
ràng buộc cận trên (1.1) vào các ràng buộc chính sẽ làm tăng đáng kể 
thời gian tính toán. Để khắc phục nhược điểm này ta hãy tạm gác bỏ các 
ràng buộc cận trên khỏi các ràng buộc chính và sẽ xử lý chúng một cách: 
riêng biệt, tương tự nhự đã làm đối với các ràng buộc về dấu. Việc tạm 
bỏ các ràng buộc cận trên như thế sẽ không ảnh hưởng tới kết quả giải, 
nêu như không có biến số nào tăng vượt quá cận trên của nó. Chỉ khi 
đưa một biên mới vào cơ sở (tăng giá trị của nó) để chuyên sang. 
phương án cực biên mới, thì phương pháp đơn hình có thể sẽ làm tăng 
một số biến cơ sở. Vì thế, cần có biện pháp xử lý đảm bảo cho các biến 
cơ sở không tăng vượt quá cận trên của chúng. 


1.2. Phương pháp xử lý biến bị chặn trên 


Xét bài toán qui hoạch tuyến tính với các biến bị chặn trên có dạng 
như sau: 
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f= ciXị † CaXa +... † cnXn —> mín, (1.2) 


với các điều kiện 


âiqXI † AijXa +... + ainXs = Bị, 1= 1, 2,...,m, (L3) 
x>0,]= 1,2, tô»; (L4) 
Xị Sui, J = l, 2,..., nị < n, (1.5) 


trong đó u¡ là các hằng số đương hữu hạn cho trước. Khi n¡ < n thì 
chỉ một số biến có cận trên, còn niệu nị = n thì mọi biến đều bị chặn 


trên. Ký hiệu A¡ = (aij, â2j,... , ñmụ) lả véctơ cật thứ j của ma trận rằng 
buộc (1.3). 
Cũng như trước đây, véctơ x = ÓX; X2,... s#, thoả mãn các điều 


kiện (1.3) - (1.5) được gọi là một phương án. Mật phương án đạt cực 
tiểu của hàm mục tiêu (1.2) gọi là một phương án tỐi tru hay lời giải của 
bài toán (1.2) - (1.5). 


Về đại thể phương pháp giải bài toán (1.2) - (1.5) tương tự như 
phương pháp đơn hình giải qui hoạch tuyến tính, nghĩa lả ta sẽ xuất phát 
từ một phương án cực biên nào đó, môi phương án cực biên sẽ tương 
ứng với một sơ sở, dựa vào cơ sở này ta sẽ tỉnh ước lượng cho các biến 
phi cơ sở, nêu các ước lượng thoả mãn tiêu chuẩn tôi ưu thì đừng thuật 
toán. Trái lại, ta sẽ tìm cách thay đổi cơ sở để chuyền sang một phương 
án cực biên mới tốt hơn. Quá trình này được tiếp tục cho đến khi nhận 
được phương án tối ưu. 


Các khái niệm phương án cực biên, cơ sở, tiêu chuẩn tối ưu ... về 
cơ bản vẫn tương tự như cũ, tuy nhiên cần có đôi chút sửa đổi cho phù 
hợp với bài toán mới (1.2) - (1.5). ‹ 


Phương án x được gọi là phương án cực biên nếu hệ vệctơ 
{À¡: 0 < xị < 0, J <nị} Ó {Á¡: xị > Ô, J > m} 
là độc lập tuyến tính. 


Cø sở của một phương án cực biên ở đây được hiểu là tập hợp chỉ 
sô J C {1, 2,..., n} thoả mãn |J| = m, {Á¡: j e J} độc lập tuyến tính và 


J211:0<%/,<ư, j <m} © {j:xị >0, j > m}. 
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Các biến X¡,J € Ì gọi là biến cơ sở, còn biến Xị,J £ Ì gọi là biến phi 
cơ sở. Khác với phương pháp đơn hình thông thường, biên phi cơ sở ở 
đây có thê nhận giá trị dương: X¡ = tụ. 

Biến thể sau đây của phương pháp đơn hình cho phép giải bài toán 
(1.2) - (1.5) sau một số hữu hạn bước lặp. 

Bước 0. Xây dựng phương án cực biên ban đầu x! (Chẳng hạn theo 
phương pháp phạt như ở §3, Chương 3). Ký hiệu cơ sở của phương án 
x' là J¡. Tìm các hệ số khai triển z¡y (¡ e lạ, k £ ]¡) của véctơ À¿ từ hệ 
phương trinh 


Ak = 3 2 UA › k « Jhị, 
kh 
và tính các ước lượng 
j=“h 
(Cũng như trước đây, A; = 0 với mọi j e J¡ nên không cần tỉnh). 


Giá trị các biến cơ sở còn được tính từ hệ phương trình sau: 
À,XjÁ¡ = b— À XiÀ,, 
}=el; 1#) 
trong đó b = (bị, bạ, ..., bm)" là véctơ các hệ số ở về phải rằng buộc (1.3). 


Bảng đơn hình tương ứng với phương án cực biên x` có dạng như 
sau: 
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trong đó z¡o là giá trị biến thứ ¡ trong cơ sở (biến x, ),Zmuin là giá 
trị hàm mục tiêu, Zm+i¿ là các ước lượng A j 

Đặt k = I và tiến hành Bước 1 của vòng lặp thử k. 

Bước 1: kiểm tra tối ưu. Phương án hiện có XŸ là tối ưu nếu điều 
kiện sau đây được thoả mãn 


A¡ <0 với mọi j # J và xị =0, 


gã ly : `... 
A¡ >0 với mọi j £ Jk, j < mị và Xị =UI. 


Nếu tiêu chuẩn tối ưu trên đây không được thoả mãn thì ta chuyến 
sang Bước 2. 


Bước 2: tìm cột quay. Chọn biến phi cơ sở x; đựa vào cơ sở theo 
qui tặc: 


A =max (AT, A") với 
AT =max {A,:j £ lụ x; =0}, 
A~ =max {(~À;:j # luj<m, x; =uj), 
(Theo qui ước chung max trên tập hợp rỗng bằng —œ). 
Ký hiệu s #£ J¿ là chỉ số sao cho A = |A,|. Có hai trường hợp xây 
Tả: 
a) Á, >0: giá trị biến cơ sở xạ với xF = 0 sẽ tăng và biến này sẽ trở 


thành biến cơ sở nếu s > n¡ hoặc nếu s < nụ và giá trị mới củá nó 
chưa đạt tới cận trên u,. 


b) A, <Ô: giá trị biến cơ sở x; với xi = uy sẽ giảm và biến này sẽ trở 
thành biển cơ sở nêu giá trị mới của nó vẫn đương. 
Bước 3: tìm dòng quay. Ký hiệu 
9 =min (6t, Ðạ, Ô;} với (1.68) 


+œ nêu s>n\, 
Ổn = 
u nêu §s S1. 
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e Trường hợp A, >0: 


` 
6; = min { “2 :z¿ > 0}, 
ks 


¡_ Z¡0 


Đa = mm { : Z¡; < Ö, Sị < nỊị}, 


Tụ 


e Trường hợp À, <0: 


sả c1 ng 
8a=mnn { j0 :Z; <0}, 
“is 
¬.-_x: 
Ð; =min {———— : z, > Ô, sị < nị}. 
địg 
(Nếu s¡ > nị với mọi ¡ = l, 2,..., m, _nghĩa là mọi biến cơ sở đều 


không bị chặn trên thì đặt Ô; = +œ. Điều này phù hợp với -qui ước 
chung là min trên tập hợp rỗng bằng +). 


Nếu 8 < Ô¡ thì biến tương ứng với dòng đạt mìn của 6 trong (1.6) sẽ 
bị loại khỏi cơ sở. 


Bước 4: biến đổi cơ sở. Nếu Ô = Ôy thì cơ SỜ không thay đi, chỉ có 
phương án và giá trị mục tiêu của bài toán biến đổi. Trái lại, kỷ hiệu r là 
dòng của bảng đơn hình đạt mìn của 8 trong (1.6), khi đó biến s, sẽ bị 
loại khỏi cơ sở và biến s sẽ trở thành biến cơ sở. Cơ sở mới sẽ là: 


đi = đệ {s}) C2 {S}. 
Bước 5: biến đôi phương án và giá trị hàm mục tiêu. 
e Trường hợp À, >0: 
Giả trị các biến cơ sở: 
Z*;o = Zio — Ö.2¿,1= 1,2,...,m 
Giá trị biển cơ sở mới khí Ô < Ô¡: z”;p = 9. 


Giá trị biển phi cơ sở mới: nếu 8 = ôy thì x”; = uạ, còn nếu 9 < 8¡ thì 
Xs = #r0 =' 0.Z„s. 
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Giả trị mục tiêu: Z”m+I,0 Z Zm+1,0 — 8. Á,. 
e Trường hợp A, <0: 
Giá trị các biến cơ sở: 
Z ”¡o = Zio + Ô.z,1= 1,2,...,m. 
Giá trị biển cơ sở mới khi 8 < Ô¡: Z”;o = uy — Ô. 
Giá trị biến phi cơ sở mới: nêu 6 = 6\ thì x°; = 0, còn nếu Ô < Ô; thì 
s„ = r0 † Ö.Zm. 
Giá trị mục tiêu: Z”m+t,0  Zm+,0 + . A:. 
Bước 6. Biến đổi dòng quay (dòng r): 
2= 2m] ly 2,› 
Biển đổi các dòng khác của bảng đơn hình: 
z- 
Zj =Zij — —17Zy = Zii— Z \jZis; 1= 1; 2, XS `9 m+l, - T;j = 1, 2, z;:; 
* 


Như vậy, n cột cuối của bảng được biến đổi hoàn toàn giống như 
trong phương pháp đơn hình thông thường, chỉ có điều khác là ở đây 
phần tử quay có thê là số âm. 


Quay lại Bước 1 của vòng lặp k + 1. 
1.3. Ví dụ minh hoa 
Giải bài toán qui hoạch tuyến tính sau: 
f=xị +2x¿ + Xì ->1mn, 

với các điều kiện 

4xị+X¿= 8, 

~2Xị * X3 = 4, 
0<x¡<4,0<x¿<10,0<x; < 6. 

Trong bài toán này cả 3 biến đều bị chặn trên (u¡ = 4, uạ = 10, u = 6). 


Bước 0. Phương án cực biên ban đầu: xÌ = (0; 8; 4) (không cần 
thêm biến giả), xạ, x; là biến cơ sở l¡ = {2, 3}. xị là biến phi cơ sở. 
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(4, -2) là các hệ số khai triển của véctơ điều kiện A¡ theo các véctơ cơ 
SỞ A2, A:. Ai =4x2-2xI —:1 =5. 


Bảng đơn hình ban đầu có dạng: 


Bo RNRUIS21IIEEE 


MIETNEE-IESR 


Bước 1. Kiểm tra tối ưu: phương án xÌ hiện có chưa phải là tối ưu, 
vì biến phi cơ sở xị có xị =0 và A, = 5 >0. 


Bước 2. Tìm cột quay: biến xị được chọn đưa vào cơ sở. 


Bước 3. Chọn dòng quay: Ø = u¡ = 4, 8; = 8/4 =2, 9 = (6 - 4)/2 = 1. 
Vậy: 9 = 8 = 1 < 0¡. Biến x; tương ứng bị loại khỏi cơ sở (r = 2). Phần 
tử quay là z¿¡ = — 2. 


Bước 4. Đôi cơ sở: Do 6 = I < 0¡ = 4 nên biến xị vào cơ sở thay 
cho biến cơ sở ở dòng 2 (biến xạ): J; = {2, 1}. 


Bước 5. Biến đổi phương án và trị mục tiêu: 
se Giá trị biến cơ sở:z';¿=8—1x4=4. 
e- Giá trị biến cơ sở mới; z'zo =0 = l. 
e_ Giá trị biến phi cơ sở mới: xị =uạ =6. 
e _ Giá trị mục tiêu: z”o= 20 — l x §5 = l5. 


Bước 6. Sau khi biến đổi bảng (ba cột cuối) theo qui tắc đơn hình 
thông thường với phân tử quay là Z2¡ = — 2 ta thu được bảng đơn hình 
có dạng (ý nghĩa và các ký hiệu vẫn như trước): 
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Trở lại Bước 1 ta thấy: x; là biến phi cơ sở có Xã = uUạ = 6 và 
A = 2,5 >0, nên phương án hiện có xŸ = (1; 4; 6) là phương án tối ưu. 
Giá trị tối ưu của hàm mục tiêu bằng zạo = 15. 


§2. BÀI TOÁN VẬN TẢI 


2.1. Nội dung bài toán và các tính chất 


I. Nội dung bài toán; Giả sử cần vận chuyển một loại hàng thuần 
nhất (vật tư, lương thực, ...) từ m địa điểm cung cấp (điểm phá 
Ái, À2, ..., Âm đến n địa điểm tiêu thụ (điểm thu) Bị, Bạ,..., Bạ. Biết 
răng : 

- - Số lượng hàng có ở A; là ã (¡= I,..., m), 

- _ Số lượng hàng cần ở B; là bị (j = 1,...,n), 

- Chi Án vận SNH CÀ một đơn vị hàng từ A; đến B; là cụ 
(= 1,...,m; } = 1,...m). 

Vấn đề đặt ra : Lập kế hoạch vận chuyển hàng từ các địa điểm cung 


cấp đến các địa điểm tiêu thụ để tổng chi phí vận chuyến bẻ nhất và 
_ thoả mãn nhu cầu thu phát, 


Đây lả một trong những bài toán điển hình và có nhiều ứng dụng 
nhất của QHTT. Bài toán nảy không có gì phức tập nếu mạng lưới giao 
thông tương đối đơn giản và số địa điểm cung cấp, tiêu thụ không nhiều 
lắm. Tuy nhiên với những mạng lưới đường giao thông phức tạp thì 
bằng | kinh nghiệm và trực giác khó có thể tìm ra được phương án tôi ưu. 
Khi Ấy, cân sử dụng các phương pháp, dựa vào tính chất đặc thủ của 
bài toán để tìm phương ản tối ưu. 
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+ Mô hình toán học của bài toán : Gọi x j là số lượng hàng cần vận 
chuyên từ A; đên Bị. Ta có : 
IUỂNI! 


>x tổng chỉ phí vận chuyển, 
i=l j=t 


H 
> : số lượng hàng chở đi từ A;, 
E1 


m 
3 xụ : số hượng hàng chở tới Bị. 
=> mô hình toán học của bài toán là : 
Ẩ(x) = 3 So X¡ => min (cực tiểu tông chỉ phí vận chuyền), (2.1) 


{=l j=l 


với điều kiện 


n 


3 xụ = ai, Í =1, 2, ..., m đnọi điểm phát giao hết hàng), (2.2) 
ÿl 
ĐỂ ` 
Xụ= Bo j” = 1,2,..., n (mọi điệm thu nhận đủ hàng), (24) 
1] 


Xụ > Ö, ¡ = 1,..., m, j = 1,..., n (ượng hàng vận chuyên không âm).(2.4) 
Điểu kiện cần và đủ để bài toán (2.1) - (2.4) giải được là phảt có 
điều kiện cân bằng thu phát, nghĩa là tổng cung băng tông cầu: : 


kú 


Nha, =b„bj. (2.5 


i=l "l 


Bài toán vận tải (2.L) - (2.4) là một dạng đặc biệt của qui hoạch 
tuyến tính. Đề thấy rõ điều này ta sắp xếp các biến sỐ theo thứ tự xụ,, 
Xi2y..., Xin X2l, X22, ..., X3n,... „ Xml, Xm2; ... ; Xma Và ViẾt lại hệ rằng buộc 


chính 0. 2)- (23) dưới dạng hệ m + phương trình của m x n biến số 
xị như sau: 
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XỊI † X +... T Xịn = âI, 

Xi †+X¿a †... † Xạn = ây, 

Xm\ † Xm2 †... † Xmn “ Âm, 

XHIHTXaI  ...... +mx = Đị, 
XẠ 1X — ...... tTXxm. = bạ, 
Xn + Xạn A hàt `... + Xmn = Đạ. 


Ký hiệu A là ma trận hệ số của hệ phương trình trên (m + n hàng 
và m xn cột), 


T z Z 
X =GII, Xịo, ‹... Xin, X2), X22; ....X2n,..., Xml, Xm2, ..., Xmn) ~ VỆCƠ CỘT 
m xn thành phần, : 


T z ˆ 
€= (C11, ©12, -.., CIn, C21, C22... „ C2n.-.., Cm1, Cm2; -.. ; Cmn) ¬ VÉCfƠ cột 
m xn thành phân, 


_Ð=(AI, âs,..., Am, Ðị, bạ, ..., bạ). - véctơ cột về phải (m + n thành 
phân). 


Bài toán vận tải (2.1) - (2.4) được viết lại thành bài toán quí hoạch 
tuyến tinh dạng chính tắc: 


f=<c,x> — mm, : @2.6) 
Ax=b,x>O. (2.7) 


Ta gọi Aj là véctơ cột của ma trận À ứng với biển Xụ. Dễ thầy rằng 
A¡ có thành phần thứ ¡ và m + j bằng 1, còn các thành phần khác băng 0. 


Véctơ x thoả mãn (2.2) - (2.4) gọi là một phương án của bài toán 
vận tải. Một phương án đạt cực tiểu (2.1) gọi là phương án tối ưu hay 
lời giải. Phương án x là phương án cực biên khi và chỉ khi các vectơ cột 

A¡ của A ứng với các xụ > 0 là độc lập tuyến tính. Sau đây ta sẽ giả thiết 
là có điểu kiện cân bằng thu phát (2.5). 


Do bài toán vận tải có m + n ràng buộc chính, nên ta nghĩ rằng mỗi 
phương án cực biên cũng có m + n thành phần dương, nhưng thực tế nó 
chỉ có nhiều nhất m + n — I thành phần đương, vì trong số các rằng 
buộc nảy có một ràng buộc là thừa (có thể bỏ đi mà không làm ảnh 
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hưởng tới lời giải của bài toán). Một phương án cực biên của bài toán 
gọi là không suy biển nêu số phân tử của tập hợp G =Í{Q, J): xị > 0} 
băng m + n- l, gọi là suy biên nẻu |G| <ma+n - l. 

2, Các tính chất của bải toán vận tải 


Với điều kiện (2.5), bài toán vận tải (2.1) - (2.4) có các tính chất 
sau đây: 
a) Bài toán luôn có phương án tối ưu. 
b) Một trong các rằng buộc (2.2) - (2.3) là thừa và hạng của hệ ràng buộc 
nảy băng m + n— l, 
c) Nếu các lượng cung và cầu a¿ b; là các số nguyên thì bài toán sẽ có lời 
Biải nguyên. 

Có thể dùng phương pháp đơn bình để giải bài toán vận tải. Tuy 
nhiên do bài toán nảy có dạng đặc biệt nên người ta đã đề ra nhiều thuật 
toán giải hiệu quả. Trong sô đó có thuật toán thê vị mà ta sẽ xét ở mục 
(2.3) dưới đây. 

Mô tả bài toán vận tải đưới đạng bảng : Để cho gọn, trước hết ta 
ghi lại dữ hiệu của bài toán dưới dạng một bảng chữ nhật, gôm m hàng 
và n cột (Bảng 2.I). 


Bảng 2.1. Bảng vận tải 


M|° 102 Chương 5 - Qui hoạch tuyến tính dạng đặc biệt 


Ô giao nhau ở hảng ¡ và cột j, ký hiệu là ô (¡, j). Mỗi hàng tương 
ứng với một trạm phát, mỗi cột tương ứng với một trạm thu. Số ghi ở 
đầu mỗi hàng là lượng cung, số ghỉ ở đầu mỗi cột là lượng câu. Chỉ phí 
vận chuyển cụ ghi ở góc trên bên trải của ô (i, j), lượng hàng vận chuyên Xỹ 
sẽ ghi ở góc dưới bên phải của ô. Ô (, j) biểu thị tuyến đường vận chuyển từ 
điểm phát A; đến điểm thu Bị. (Đặt cụ = œ© nếu không thê chuyên hàng từ A¡ 
đến BỊ), 


e_ Một phương án của bải toán vận tải có thể xét như là một ma trận 
x= (Xj)mxa. 
e Một tập hợp các ô trong đó 2 ô liên tiếp bao giờ cũng nằm trên củng 


một hàng hay một cột và 3 ô liên tiếp không năm trên cùng một 
hàng hay một cột được gọi là một đáy chuyên. 


® Một dây chuyển khép kín được gọi là một c?w rinh. Một chu trình 
bao giờ cũng gồm một số chẵn các ô. 


Ví dụ. Dãy ô đánh dấu “s“ trong Hình 2.1 a) và b) lập thành các 


dây chuyển, còn các ô với dấu “«“ trong Hình 1.1 e) — e) lập thành các 
chu trình. 


c) 
Hình 2.1. Dây chuyển: a) - b). Chu trình: c) - e). 


se Cho G là một tập hợp ô bất kỳ của bảng vận tải. Một ô thuộc G gọi 
là ó freo nếu nó là ô duy nhất của G trên hàng hay trên cột của ô đỏ. 
Với tập hợp ô cho ở Hình 2.1 a) thì ô (1, 1) và ô (4, 3) là các ô treo. - 
Nếu loại khỏi G ô treo (1, I) thi ô (1, 2) sẽ trở thành ô treo của tập 
hợp ô còn lại. : 
Ta có mỗi liên hệ quan trọng sau đây. 
Định lí 2.1 : 


Hệ véctơ Aj của bài toán vận tải là độc lập tuyển tính khi và chỉ khi 
các Ô tương ứng với các véctơ này không tạo thành chu trình. 
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Hệ quả. 


Véctơ x là một phương án cực biên của bài toán khi và chỉ khi tập 
hợp các ô (, j) mà xụ > 0 không lập thành chu trình. 


Định lí 2.2 : 
Số ô tối đa của bảng vận tải không lập thành chu trình là m + n— 1. 
Định lí 2.3 : 


Giả sử T là một tập hợp gồm m + n— Ì ô của bảng vận tải, không 
lập thành chu trình. Khi đó, môi ô (p. q) # T sẽ tạo với các ô thuộc 
7 một chu trình duy nhất. 


Chu trình nói tới trong định lý trên có thể tìm bằng cách loại dẫn 
các ô treo của tập hợp ô G = T U {(p, q) }. Ví dụ, tập hợp ô T cho ở 
Hình 2.1 b) gồm m + n - 1 = 7 ô không tạo thành chu trình. Bổ sung vào 
T ô (4, 2) £ T (ô đánh đấu *) ta được G = T U2 {(4, 2)}. Khi đó, bảng 
cách loại khỏi G ô treo (3, 3) (ô duy nhất của G trên cột 3), rồi ô treo (3, 
2) đối với tập hợp ô G° = G \ {(3, 3)} (ô duy nhất của G° trên bàng 3), ta 
nhận được chu trình (gồm 6 ô): 


C = {(4, 2), (4, 1), (2, L), (2, 4), (1, 4), (1, 2)}. 
2.2. Tìm phương án cực biên ban đầu 


Để giải bài toán vận tải (2.1) - 2.4) với điều kiện (2.5) theo 
phương pháp thế vị, trước hết ta cần biết một phương án cực biên không 
suy biến của bài toán. Có nhiều cách để tìm một phương án như thế. Sau 
đây là hai phương pháp thông dụng và có hiệu quả nhất. 


1. Phương pháp mịn cước F 


,Trong bảng vận tải 2.1, ta chọn ô (p, q) sao cho c;ạ= mỉn (Cụ : vụ, )). 
Nếu cực tiểu đạt tại nhiều ô thì ta chọn một ô bất kỳ trong số các ô đó. 
Sau đó phân phối hàng nhiều nhất có thể theo tuyến Á; —> Bạ, nghĩa là 
đặt xpa = min {a, bạ}. 


Trừ lượng hàng vừa phát vào khả năng thu, phát của hàng p và cột 
q. “Tiếp đó, ta xoá hàng p nếu điểm phát Áp đã phát hết hàng, hoặc cột q 
nếu điểm thu Bạ đã nhận đủ hàng. Khi cả hàng, cột đều hết và đủ hàng 
thì chỉ xóa hàng hoặc cột, không xoá đồng thời cả hai. Trong bảng còn 
lại, ta lại tìm ô có cước phỉ nhỏ nhất và phân phối tối đa lượng hàng còn 
lại vào ô này (lượng này có thể băng 0). Phương án x thu được có đụng 
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m +n- I ô đã phân hàng, nó là một phương án cực biên vì các ô đã 
chọn không tạo thành chu trình. 

Ví dụ 1. Tìm phương án cực biên của bài toán vận tải cho ở bảng 
sau (bảng 2.1): 


Bảng 2.2. Phương ún cực biên xây dựng theo phương pháp min 
cước 


0 0 110 70 


0,10 


0,70 


0,110 


Kết quả ta nhận được phương án cực biên cho ở Bảng 2.2. Giá trị 
hàm mục tiêu tương ứng bằng 12950. 


2. Phương pháp Vôghen ' 


Phương pháp Vôghen (1958) cho phương ấn cực biên khá tốt, theo 
nghĩa nó khá gân với phương án tối ưu về giá trị mục tiêu và chỉ cần 
một số ít bước lặp của thuật toán thế vị là có thể tìm được phương án tối 
ưu. Nó chỉ khác phương pháp min cước ở cách chọn các ô đề phân phối 
hàng. Giả sử C = (Cj)mxn là ma trận cước phí của bài toán vận tải. _ 

a. Đối với mỗi hàng và mỗi cột của C ta tính hiệu số giữa hai giá trị 
cước phí nhỏ nhất trên hàng (cột) đó. 

b. Chọn hàng hay cột có hiệu số này lớn nhất. Nếu có nhiều hàng (cột) 
như thế thì chọn một hàng (cột) tuỳ ý trong số đó. 
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€, 


Phân lượng hàng tối đa có thể vào ô có cước phí nhỏ nhất trên hàng 
(cột) đã chọn. Giả sử đó là ô (r, s). Giảm lượng cung ở hàng r và lượng 
cầu ở cột s một số bảng lượng hàng đã phân phối. Sự phân phối này SẼ 
làm thoả mãn một ràng buộc cung, một ràng buộc cầu, hoặc có thể cả 
hai. Loại bỏ (không cân xét tiếp) ràng buộc đã thoả mãn bằng cách 
đánh đấu chéo vào hàng hay cột tương ứng của ma trận cước phí. Nếu 
cả hai ràng buộc cung và cầu cùng thoả mãn đồng thời thì chỉ loại bỏ 
một hàng (cột) mà thôi. Trong trường hợp này cả lượng cung và cầu 
còn lại của hàng (cột) đó đều trở thành băng 0. 


Lặp lại các thao tác a, b và c cho tới khi chỉ còn lại một hàng hay cột 
duy nhất. Lượng hàng phân vào các ô thuộc hàng (cột) này hoàn 
toàn được xác định bởi các lượng hàng đã phân phối trước đó. 


Ví dụ 2. Xét lại ví dụ l vừa nêu trên. Tính hiệu số của các hàng và 


cột của ma trận cước phí và khoanh tròn hiệu số lớn nhất. 


Bảng 2.3. Phương án cực biên xây dựng theo phương pháp Vôghen 


0 0 0 
70 160 20 0 


5 10 10x ` 


Kết quả ta nhận được phương án cực biên ghi ở Bảng 2.3. Giá trị 


hàm mục tiêu tương ứng bằng 12200. Rõ ràng phương án này tốt hơn 
phương án tìm theo min cước ở trên. 
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Phương pháp Vôghen còn có thể cải tiến nhờ dùng một thủ tục do 
Larson R.E. để xuất năm 1972. Tuy thủ tục này hơi phức tạp đối với 
tính toán bằng tay, nhưng lại có thể tính toán nhanh chóng trên máy 
tính. Thay cho các cước phí cụ đã cho, ta dùng các cước phí chuẩn hoá 
xác định như sau: 


m n 

cm ¬.' : 

tị ©ụ m2 ,Cại n » ï 
p=l qœI 


Điều này có nghĩa là mỗi phần tử cụ bị trừ đi một lượng bằng trung 
bình các cước phí trên hàng và cột của nó. Sau đỏ, ta áp dụng phương 
pháp Vôghen cho ma trận C° = [ c¡ ]. 


Ví dụ 3. Xét bài toán vận tải với dữ liệu cho trong bảng sau: 


Áp dụng phương pháp Vôghen vào ma trận này ta nhận được 
phương án cực biên ghi ở Bảng 2.4. Sau này có thể thây răng phương án 
này là tối ưu với cước phí vận chuyến nhỏ nhất bảng f„¡„ = 1140. 


Bảng 2.4. Phương án cực biên xây dựng theo phương pháp Vôghen 
cải tiền 
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Các biến xụ đã được gán giá trị trong các phương pháp nêu trên gọi 
là các biển cơ sở. các biên xị còn lại xem như được gắn giá trị 0 và gọi 
là các biên phi cơ sở. 


Chu ý. Ngoài hai phương pháp trên, đề tìm phương án cực biên ban 
đầu ta còn có thể dùng phương pháp góc tây bắc (xem [4}). Tuy nhiên 
phương pháp này thường ït hiệu quả, nó chỉ tiện cho việc lập trình trên 
mấy tính. 

2.3. Phương pháp thế vị giải bài toán vận tái 

Phương pháp thế vị đựa trên các nhận xét sau: 


1. Nếu ta thay ma trận cước phi C của bài toán vận tải bởi ma trận C” 
nhận được từ C bằng cách bớt số tị (tuỳ ý) từ mỗi phần tử ở hảng ¡ 
của C và bớt số vị (tuỳ ý) từ mỗi phần tử ở cột j của C, nghĩa là 


€°ÿ = Cụ - tị - vị, 1= L, 2,..., m, J= l,2,..., n, 
thì lời giải của bải toán vận tải không thay đổi. 
2. Cho x = {x¿} là một phương án của bài toán vận tải. Nếu C = {cụ} 
không âm (c¡ > 0, Vĩ, j) và xụ > 0 chỉ với các ô (, j) mà cụ = 0, thì x 
là phương ản tôi ưu của bài toán. 


Nội dung phương pháp thể vị như sau: 


Bước 0. Xây dựng phương ản cực biên ban đầu (phương pháp min 
cước hay phương pháp Vôghen đã nêu ở mục trên). Đặt T = {(, )) : Xị 
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là biến cơ sở}. Khi đó T gồm đúng m + n - 1 ô không tạo thành chu 
trình, Các ô thuộc T gọi là ô chọn, các ô khác là ô loại. 

Bước 1: Qui không cước phí các ô chọn. Tìm các thể Vị U¡, Vị vả 
biên đôi ma trận C = {c¡} thành ma trận C` = {cj — u¡ — vj} sao cho c`¡ 
= 0 (hay u¡ + vị = c¡) với mọi (1,J) e T. 

Bước 2: Kiểm tra tôi ưu. Nếu c" ụ > 0 với mọi (1, J) é T thì dừng: 


phương án hiện có là tối ưu và bài toản đã giải xong. Trái lại, chuyên 
sang bước điều chỉnh phương án. 


Bước 3: Điều chỉnh phương án. Tim ô (r, s) thoả mãn 

€?„ = min {C”j : (1, J) #£ T} <0. 

Tìm chu trình U tạo bởi ô (r, s) với các ô thuộc T, chẳng hạn bằng 
cách loại dân các ô treo trên hàng và cột. Đánh dấu các ô thuộc chu 
trình U: ô (r, s) mang dâu (+), ô nôi tiếp trên Ù mang dâu (-). Khi đó các 
ô trên U chia thành hai lớp: U' là các ô mang dấu (+) và Ư là các ô 
tang dâu (-). Tính 

h =xpạ = min {x¡ : (I, J) eU } >0. 

Điều chỉnh phương án: 

xị nếu (,j) #U, 

xl= 4xụ +h nếu (í,j) e Ư, (2.8) 
—h nếu (,j) eƯ. 
T'=ŒT\ í(, a)))© {Œ, s)). 

Quay trở lại thực hiện bước Ì. : 
Nếu mọi phương án cực biên của bài toán vận tải đều không suy 


biến thì sau một số hữu hạn bước lặp ta sẽ nhận được phương án tôi ưu 
(lời giải) của bài toán, 


Chú ý. Hiện tượng suy biến trong bài toản vận tải cũng giống như 
trong bài toán qui hoạch tuyến tính, nghĩa là có Ít nhất một biến CƠ SỞ 
nhận giả trị 0. Hiện tượng nảy xây ra theo hai dạng. Một là, có thê là khi 
tìm phương án cực biên ban đầu cả hai rằng buộc cung và cầu cùng thoả 
mãn đồng thời. Hai là, có thể có nhiều khả năng lựa chọn biến Xpa loại 
khỏi tập hợp biến cơ sở. Dù trường hợp nào xây ra thì cũng sẽ cỏ ít nhất 
một biển cơ sở nhận giá trị 0. Hiện tượng suy biến không gây ra khó 
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.. 


khăn gì lớn. Trên thực tế người ta cũng chưa gặp bải toán vận (ải nào 
xây ra hiện tượng suy biên. Vì thê, trong quả trình giải bài toán vận tải 
ta không cân bận tâm tới vân đề này, 
Ví dụ 4. Giải tiếp bài toán vận tải với phương án cực biên ban đầu 
cho ở Bảng 2.2. 
Vòng lặp 1 : 
Bước 1. Tập hợp các ô chọn: T = {(I1, 2), (1, 3), (2, ID), (2, 4), (3, 3), 
(3, 4)} (xem Bảng 2.2). Ta tìm các thê vị u; và vị từ hệ (m †n— 1 = 6) 
phương trình: 
(a)uy + v2 = c¡; = 18, (b) uị + v3 = ¡3= 22,(c)u;+vị =eœ¡ = l5, 
(đ) U2 + Và = C2 15, (e) uU + Vx = G3 = 40, (ÐÔ uạ + Vạ = Q4 = 35. 
Đề giải hệ này ta đặt vị = 0. Ta có 
từ (c): ua = l5, từ (đ): v„= 0, từ (Ð: u; = 3%, 
từ (e): vị = 5, từ (b): uị = 17, từ (a): vạ = l, 
Bảng 2.5. Tính các thế vị uụ, vị. 


Vị= vz=l w›=Š vạ=0 


Tỉnh e”¡ = cụ — u¡ — vị với mọi ô (1, J) # T, ta nhận được ma trận C` 
ghi ở Bảng 2.6. 
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Bảng 2.6. Biến đổi ma trận cước phí C —> C° = {eụ — tị — vị} 


Bước 2. Do còn cˆs› = —6 < 0 nên phương án ở Bảng 2.6 chưa tối ưu. 
Bước 3. Ô chọn mới là ô (3, 2) vì c'x¿ = min {c°: (i, j) # T} = —6 < 0. 


Chu trình tạo nên bởi ô (3, 2) với các ô thuộc T là U = {Q@, 2), 
(1, 2), (1, 3), (3, 3)}. Từ đó U” = {Q, 2), (1, 3)} và Ư= {(1, 2), 3, 3)}. 


Lượng hàng nhỏ nhất trong các ô e 
bằng h= xạ; = min {160, 110} = 110. 


Điều chỉnh phương án ở Bảng 2.6 theø (2. 8) ta được phương án ở 
Bảng 2.7. 


Tập hợp ô chọn mới là T = {(1, 2), (1, 3), (2, L), (2, 4), 3, 2), 
(3, 4)}. 

Quay trở lại thực hiện Bước l. 

Bảng 2.7. Phương án mới và hệ thống thế vị tương ứng 


Vòng lặp 2: 


Bước 1. Hệ thống thế vị mới tương ứng với tập hợp ô chọn T được 
ghi ở Bảng 2.7. Ï 
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Biến đổi ma trận C° ta nhận được C” ở Bảng 2.8. 
Bảng 2.8. Biến đổi ma trận cước phí C? —» C”= {€” — tu — vị} 


Bước 2. Do còn c”ạ¡ =—3 < 0 nên phương án ở Bảng 2.8 chưa tối ưu. 
Bước 3. Ô chọn mới là ô (1, 1) vì c”¡¡ = mín {e”: (1, j) £ T} =—3 <0. 


Chu trình tạo nên bởi ô (1, l) với các ô thuộc T? là C = {(1, ]), 
(1, 2), (3, 2), (3, 4), (2, 4), (2, 1)}. Từ đó U” z {Q, 1), (3, 2), (2, 4)} và 
Ư ={q,2), 3, 4, 2, Ð}. 


Lượng hàng nhỏ nhất trong các ô e Ư 
bằng h = xị¿ = mín {50, 70, 130} = 50. 


Điều chỉnh phương án ở Bảng 2.8 theo (2. 8) ta được phương án ở 
Báng2.9. - 


Tập hợp ô chọn mới là T” = {(I, 1), (1, 3); (2, 1), (2, 4), (3, 2), 
(3, 4)}. 

Quay trở lại thực biện Bước 1. 

Bảng 2.9. Phương án mới và hệ thống thế vị tương ứng ‹ 
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Bảng 2.10. Biến đổi ma trận cước phí C° —> C°” = {c”¡ — u — vị} 


Vòng lặp 3 : 


Bước 1. Hệ thống thế vị mới tương ứng với tập hợp ô chọn T” 
được ghi ở Bảng 2.9. 


Biến đổi ma trận C” ta nhận được C°” ở Bảng 2.10. 


Bước 2. Do mọi c””¡ > 0 nên phương án cho ở Bảng 2.10 là tối ưu. 
Cước phí vận chuyên nhỏ nhất bằng fnin = 12140. 


2.4. Một số dạng đặc biệt của bài toán vận tải 
1. Trường hợp chí có hai trạm phát hoặc hai trạm thu 


Bài toán vận tải (2.1) - (2.5) với m = 2 hoặc n = 2 có thể giải rất đễ 
dàng. Chẳng hạn, khi số trạm phát bằng 2 (m = 2) ta có bảng vận tải: 


£ £ h- F{ 
øe - Tính các hiệu số G = Œạj - CỊị. 


e Sắp xếp các điểm thu theo thứ tự các ơ giảm dẫn: j\, j2, ..., ja. 


e Lần lượt phân hàng từ điểm phát I cho các điểm thu theo thứ tự trên 
cho đến khi hệt hàng. Sau đó phân hàng từ điểm phát 2 cho các 
điểm thu còn lại. 
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Vị dụ 1 : Giải bải toán vận tải với các đữ liệu cho trong bảng sau 
(m=2,n= 7). 


Cước phi vận chuyền nhỏ nhất bằng fnin = 518. 


Trường hợp bài toán vận tải chỉ có hai trạm thu (n = 2) ta làm 
tương tự. 


2. Trường hợp không cân bằng thu phát 


Trường hợp này có thể qui về trường hợp cân bằng thu phát bằng 
cách thêm vào một điêm thu hay điêm phát giả như sau. 


m n 
a) Trường hợp cung lớn hơn cầu: 5a; >5"b,, ta thêm một cột thu giả 
í=l j=l 
với lượng thu 


m m1 
Đạ+i = » r 3b, - l 
1l J=t 


VÀ ¡nai = 0, Ví = T, 2,...,m. Giải bài toán với m điểm phát và n + I 
điểm thu. Tuy nhiên khi tìm phương án cực biên ban đầu ta phân phối 
các cột chính trước, còn thửa mới đến cột thu phụ. Nếu trong phương án 
tối ưu có X¡n¿y > 0 thì có nghĩa là điểm phát A; để lại lượng hảng x¡ ni. 


m n 
b) Trường hợp cung nhỏ hơn cầu: 3”a; <Ð_b,, ta thêm một hàng phát 
í#=l lì 
giả với 
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Ñm+I — Xi ° » 


1 


Và Cm:1j = Ú, VỊ = 1, 2,...,n. Giải bài toán với m + I điểm phát và n 
điểm thu. Nếu trong phương án tối ưu có Xm+¡j > 0 thì có nghĩa là điểm 
thu B, bị thiếu lượng hàng Xm+tj. 


Ví dụ 2 : Xét bài toán vận tải với đữ liệu cho trong Bảng 2.11 a). 
Tổng cung bảng 180, tổng cầu bằng 100. Cung vượt câu 180 - 100 = 80. 
Ta thêm vào điểm thu 4 (điểm thu giả) với lượng cầu = 80 và lập bảng vận 
tài nhự ở Bảng 2.11 b). Dùng phương pháp min cước ta nhận được 
phương án tối ưu cho ở bảng 2.11 c) với Ẩmin =330. Do Xi4 = =30, xx¿ = 50 


nên điểm phát À¡ để lại lượng hàng 30, điểm phát À để lại lượng hàng 
40. 


Bảng 2.11. Bài toán vận tải với "cung" vượt "cầu", 


70 

40 3 ; 

30 7 3 6 

20 $ 1 2 
b) 
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3. Bài toản tìm cực đại 


Trong một số tình huống thực tiễn ta cần giải bài toán tìm cực đại: 


với các điều kiện (2.2) - (2.5) của bài toán vận tải đã xét ở trên. Bài 
toán này có thế đưa về bài toán cực tiểu hoá hàm - f với cùng các ràng 
buộc (2.2) - (2.5). Tuy nhiên ta cũng có thể dùng phương pháp thế vị để 
giải mà không cần đưa về bài toán tìm min. Chỉ cần thực hiện một số 
sửa đổi như sau: 


e Khi xây dựng phương án cực biên ban đầu, ta ưu tiên phân "hàng" 
vào các ô có c¡ lớn nhật. 


e Sau khi qui không "cước phí" các ô chọn, phương án là tối ưu nếu 
tất cả các ô loại đều có cước phí < 0. 


e _ Khi cần tìm ô chọn mới (ở bước điều chỉnh phương án) thi ta chọn ô 
loại có "cước phí" đương lớn nhất. 


Ví dụ 3 : Trong một xưởng chế biến có 3 công nhân A, B, C và 3 - 
công việc 1, II, II. Năng suất làm việc (tính ra tiền hoặc sản phẩm) của 
mỗi công nhân đối với mỗi công việc được cho ở bảng 2.12. Bài toán 
đặt ra là : Tìm cách giao mỗi công nhân đúng một việc sao cho tông 
năng suất đạt được là cao nhất. 


Bảng 2.12. Bài toán tìm cực đại 


Bài toán này có dạng bài toán vận tải, trong đó các nơi phát là các 
loại công nhân và các nơi thu là các công việc; lượng hàng là công 
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nhân. Phương án cực biên ban đầu cho ở bảng 2.13. và là phương án tôi 
ưu. Trong phương án này : 


e Công nhân À làm việc L, 
e Công nhân B làm việc II, 


e Công nhân C làm việc II. 


Bảng 2.13. Phương án tối ưu 


Chủ ý : bài toán dạng này suy biến. ' 
4. Bài toán vận tải có hạn chế khả năng thông qua 
Bài toán này có đạng như sau: 


1m n 

3,2 ,cụxj —> min, : (2.9) 
i=t j=l 
với các điều kiện 


2 Xụ= ai Ì =1, 2, ...,m, (2.10) 
ịI _ 
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m 


Ÿ xu = bị j = L2, .., 0, (2.11) 


i=l 
0<xg < đụ, Í = 1„...m, j = Í,....n.. (2.12) 


Các ký hiệu có cùng ý nghĩa như trong bài toán ớ. 1) - (2.4). ở đây 
dị là khả năng thông qua, biêu thị lượng hàng tối đa có thể vận chuyển 
từ điểm phát A; tới điểm thu Bị. 


Chu ý là điều kiện cân bằng thu phát (2.5) chỉ là điểu kiện cần 
(nhưng không đủ) đề bài toán (2.9) - (2.12) là giải được. 


Bài toán vận tải có hạn chế khả năng thông qua là một trường hợp 
riêng của bài toán qui hoạch tuyến tính với biển bị chặn trên. Tuy nhiên, 
đo bải toán có cấu truc đặc biệt nên có thể giải nó theo các phương pháp 
riêng, hiệu quả hơn. Đáng chu ý là thuật toán Ford - Fulkerson. 


Ý đại thể của phương pháp này như sau. Xuất phát từ phương án 
không (chưa vận chuyển hàng), ta sẽ lần lượt phân phối hàng từ các 
điểm phát tới các điềm thu, theo nguyên tắc ưu tiên đường gân. Trong 
quá trình phân phối hàng, điểm phát nào chưa phát hết hàng sẽ được gọi 
là điểm phát thừa, điểm thu nào chưa nhận đủ hàng sẽ gọi là điểm thu 
thiểu. 


Ở mỗi bước lặp, ta tìm đường đi có chỉ phí nhỏ nhất từ một điểm 
phát thừa tới một điểm thu thiểu. Đường đi này bao gồm một dẫy các 
điểm phát, điểm thu kế tiếp nhau sao cho trên các điểm phát - thu lượng 
hàng vận chuyển chưa đạt tới khả năng thông qua (độ đài của đoạn xem 
như băng cước phí vận chuyển một đơn vị hàng trên đoạn đó), còn trên 
các đoạn thu - phát thì lượng hàng vận chuyển phải đương (độ dài của 
đoạn là số đối của cước phí vận chuyến một đơn vị hàng trên đoạn này). 


Tiếp đó, ta xác định khả năng thông qua của đường đi ngắn. nhất 
vừa tìm được, đó là số nhỏ nhất trong số các khả năng thông qua còn lại 
trên các đoạn phát - thu (độ đài dương) và lượng hàng vận chuyền trên 
các đoạn thu - phát (độ dài âm). Thêm khả năng thông qua này vào các 
đoạn phát - thu và bớt đi ở các đoạn thu - phát. Rồi chuyên qua bước lặp 
Sau. 


Quá trình nảy được lặp lại cho tới khi mọi điểm phát đều phát hết 
hàng và mọi điểm thu đểu nhận đủ hàng, hoặc tới khi phát hiện mạng 
không đủ khả năng vận chuyển toàn bộ lượng hàng có ở các điểm phát 
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tỚI các điểm thu (do khả năng thông qua của các đoạn nhỏ hơn so vớt 
nhu cầu vận chuyển). Trong trường hợp thứ nhất ta thu được lời giải của 
bài toán (2.9) - (2.12): phương án vận chuyền đạt chi phí nhỏ nhất. 


Bạn đọc muốn tìm hiểu kỹ về thuật toán Ford - Fulkerson có thể 
xem [8], (10. 


§3. PHƯƠNG PHÁP SƠ ĐỒ MẠNG PERT 


3.1. Nội dung vấn đề 


Trong công nghiệp, xây dựng và trong nhiều lĩnh vực hoạt động 
khác, các dự án hay công trình muốn hoàn thành đỏi hỏi phải tiễn hành 
một khối lượng lớn các công việc, kế tiếp và song song xen kẽ nhau 
theo một trình tự phức tạp : mỗi việc chỉ có thể bắt đầu sau khi một số 
việc nảo đó đã hoàn thành. Vì vậy, kế hoạch tiến hành đự án phải được 
soạn thảo một cách kỹ lưỡng, tính toán thật tỉ mi thì mới có thể hoàn 
thành toàn bộ dự án đung thời hạn và với chất lượng cao. 


Để giup giải quyết vấn để này có các công cụ ra đời từ cuối những 
năm 1950, dựa trên việc sử đụng lý thuyết đồ thị và lý thuyết mạng. 
Đáng chu ÿ hơn cả là kỹ thuật đánh giả và kiểm tra dự án PERT (viết tắt 
của Program Evaluation and Review Technique) và phương pháp đường 
găng CPM (Critical Path Method). Về sau cả hai kỹ thuật này được kêt 
hợp lại với tên gọi chung là phương pÌ pháp sơ đồ mạng PERT. Đó là một 
công cụ hữu ích giuụp lập kê hoạch và quản lý các dự án lớn, phức tạp 
một cách có hiệu quả. 


Mục tiêu chính của phương pháp này là đánh giá khả năng hoàn 
thành đự án trong thời hạn định trước. Nó giúp phát hiện những việc 
trọng điểm (còn gọi là việc "găng"), cần tập trung chỉ đạo để đảm bảo 
thực hiện đung tiền độ để ra. Phương pháp này còn giúp đánh giá ảnh 
hưởng của những thay đổi trong quá trình thực thi dự án. Chăng hạn, 
ảnh hưởng của việc chuyển một phần vật tư, phương tiện từ những công 
việc tạm thời chưa găng sang các việc găng hoặc ảnh hưởng của những sai 
lệch so với tiến độ chung ... 


Cụ thể hơn, giả sử ta cần thực hiện một dự án nào đó. Dự án gồm 
nhiều công việc khác nhau. Cho biết: 
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e Trình tự thực hiện các công việc: công việc nào có thể làm ngay, 
công việc nào phải làm sau khi đã hoàn thành mọt số công việc 
khác, ... 
e_ Thời gian cần thiết để hoàn thành mỗi công việc. 
Vấn đề đặt ra là tính toán các chỉ tiêu thời gian sau đây: 

a) Thời hạn sớm nhất để hoàn thành toàn bộ dự án? 

b) Thời điểm bắt đầu sớm nhất và muộn nhất của mỗi công việc sao 
cho toàn bộ dự án được thực hiện trong thời hạn đã tính ở thời 
điểm trên? 

e) Thời điểm kết thuc sớm nhất và muộn nhất của mỗi công việc? 

d) Thời gian dự trữ của mỗi công việc, nghĩa là khoảng thời gian tối 
đa mà công việc có thể chậm trễ hoặc kéo dài nhưng vẫn không 
ảnh hưởng gì tới thời gian hoàn thành toàn bộ đự án? 

__ Sử dụng phương pháp PERT ta có thể đễ dàng giải quyết các vấn 
để nêu trên. 


3.2. Cơ cấu của sơ đỗ mạng 
1. Định nghĩa sơ đồ mạng 


Tập hợp các điểm (gọi là các định) và các mũi tên (gọi là các cưng) 
được gọi là một sơ đề mạng nếu chung thoả mãn các điều kiện sau: 


a) Giữa 2 đỉnh có không quá Í cung nối liên, ngược lại mỗi cung 
phải liên kết với 2 đỉnh nào đỏ. Cung nối đỉnh ¡ với đỉnh j, ký 
hiệu là (í, j), trong đó í gọi là điểm gốc và j gọi là điểm ngọn. 


b) Điểm gốc và điểm ngọn của mỗi cung không trùng nhau. 


c) Một dãy các cung nối tiếp nhau thì không bao giờ điểm ngọn 
của cung cuối củng lại trùng với điểm gôc của cung đầu tiên. 
Một dãy như vậy gọi là đường ẩi. 

d) Giữa 2 đình bao giờ cũng có một dãy các cung nối liễn. 

e) Có I đỉnh chỉ toàn cung đi ra (gọi là đính khởi công) và có I 


đỉnh chỉ toàn cung ởi tới (gọi là đứnh kết thuc), các đỉnh còn lại 
thì có cả cung đi ra và cung đi tới. 


_ Mỗi cung (¡J) đều có tương ứng 1 số tụ, gọi là đó đỏi của cung đó. 
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Hình 3.1. Mội sơ để mạng. 


Độ dài của đường đi ụ trong sơ đồ mạng là tổng độ dài của các 
cung thuộc đường đi đó, ký hiệu là Lí). 


L(H) = )3 tụ. 


(.j)eh 
2. Ý nghĩa thực tế của sơ đồ mạng : 


Sơ đồ mạng dùng để biểu thị một quả trình thực hiện một dự án 
(project) nào đó, chẳng hạn thực hiện việc xây dựng một nhà máy, một 
chiếc cầu ... Trong sơ đồ mạng, đỉnh biểu thị sự kiện, cung biểu thị công 
việc. Chẳng hạn, trong xây dựng : móng đã xây xong là sự kiện, nó là 
sự kiện biểu thị Sự bắt đầu của công việc xây tường; tường đã xây xong 
là sự kiện kết thuc việc xây tường và là điều kiện để bắt đầu công việc 
khác. 


Hình 3.2. 


Một sự kiện được gọi là hoàn thành khi mọi công việc dẫn tới nó 
hoàn thành. 


Ghỉ chư : Trong sơ đổ mạng có 2 yếu tố logic là công việc và sự 
kiện. Công việc có thể hiểu : 


e_ Một việc làm thật sự (có thê gềm nhiều việc nhỏ hoặc một bộ phận 
của một việc lởn nảo đó), tức là tương ứng với nó cả chị phí về thời 
gian và tài nguyên; được biều thị bằng cung liển nét. 
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° Một sự chờ đợi nào đó (chờ sơn khô, chờ bê tông đủ cường độ ...), 
có chị phí về thời gian nhưng không có chi phí về tài nguyên; cũng 
biểu thị bằng cung liền nét. 


e Dùng để phản ¿ ảnh trình tự logic của các công việc, không có chỉ phí 
về thời gian lẫn tài nguyên (công việc giả); biểu thị bằng cung rời 
nét. 


Ví dụ 2: 


© Nếu có công việc d chỉ chờ đợi các công việc a và c, còn công việc e 
thì chờ đợi cả a, b, c thì ta biểu điễn như Hình 3.3-a. 


e _ Nếu công việc d chờ đợi a và c, còn e thì chờ đợi a và b thì ta biểu 
diễn như Hình 3.3-b. 


a 
À d 
€ đả ' 
lui 
b e 7 
b › ¿ ồ e ) 
Hình 3.3-a Hình 3.3 -b 


3. Vài quy tắc thực hành để lập sơ đ mạng : 
Quy tắc 1 : Nếu 2 hay nhiều công việc cùng làm song song (cùng 
sự kiện khởi công và kết thuc) thì ta xử lý như san : 


e Nếu tỉnh chất các công việc như nhau hoặc trong thực tế không thể 
làm tách nhau thì ta gộp chung lại thành một việc duy nhất vä biểu 
thị chung thảnh 1 cung. 


a 


é >> thay bằng }—————®( ) 


e _ Nếu tính chất các công việc khác nhau, không thể gộp chung lại :hì 
ta phải thêm vào đỉnh mới và cung giả. 
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Quy tẮc 2 : Nếu một nhóm công việc có liên hệ với nhau mà khi 
biểu diễn trong sơ đồ mạng nó tạo thành một mạng con (có sự kiện bắt 
đầu và kết thuc) thì ta có thể biểu điễn gộp lại thành một cung duy nhất, 
nếu việc gộp lại như vậy không làm cho sơ đồ mạng trở nên quá thô sơ. 


é) 


&) 


Cung mới tạo thành có độ dài là độ đải của đường đi dài nhất trong 
mạng con đó. 


®Đ 3> >@ ——>®> 


(a) được thay bằng 


Quy tắc 3 : Chia nhỏ công việc. Giả sử : 
« công việc a có thể bắt đầu khi hoàn thành được 1/5 khối lượng công 
VIỆC X, 
e công việc b có thể bắt đầu khi hoàn thành được 1/2 khối lượng công 
VIỆC X, 
e công việc c có thể bất đầu khi hoàn thành được 4/5 khối lượng công 
Việc X, 


Ũ 


e công việc d, e có thể bắt đầu khi hoàn thành công việc x. 


a b# s S4 


x/⁄S 3x10 3x10 — x/⁄5 Ệ 


Hình 3.4-a : sai Hình 3.4 -b : Dung 
Quy tắc 4 : Nếu có một đỉnh nào đó không phải đỉnh khởi công 
toàn bộ mà lại có toàn cung đi ra ta phải thêm I cung giả nồi từ đỉnh 
khởi công toàn bộ đến đỉnh ấy. Nếu có một đỉnh nào đó không phải đỉnh 
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kết thuc toàn bộ mả lại có toàn cung đi tới ta phải thêm một cung giả 
nối từ đỉnh ấy đến đỉnh kết thuc toàn bộ. 


4. Cách đánh số các đỉnh (sự kiện) : 


Sau khi đã lập sơ đồ mạng, đề tiện tính toán các đỉnh cần phải được 
đánh số theo quy tắc sau : Đánh số 1 cho sự kiện khởi công toản bộ; sau 
đó xoá đỉnh đó và các cạnh đi khỏi nó, trong phần còn lại ta đánh số 2 
cho đỉnh nào chỉ gồm toàn cạnh đi ra, nếu có nhiều đỉnh như vậy ta 
đánh số lần lượt 2, 3,... tuỳ ý. Tiếp tục quá trình đó cho đến khi đánh số 
được hết mọi đỉnh. 


Ví dụ 3 : Sơ đồ mạng ở Hình 3.5. có các đỉnh đã được đánh số. 


Hình 3.5 


Ví dụ 4 : Giả sử dự án xây dựng một ngôi nhà gềm 15 loại công 
việc khác nhau. Trinh tự và thời gian thực hiện các công việc được ghi 
trong Bảng 3.1 (các số liệu có tính ước lệ). 


Bảng 3.1. Dự án xây dựng một ngôi nhà 


Thời gian 
§.. _- Trình tự |, 918 
Tên công việc tiến hành hoàn thành 


(ngày) 


a : Làm đường tạm 


b : Đào đất 
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nan 


E: Lắp đường ống thải ngoài nhà Sau © 4 
lsh : Lắp đường nước trong nhà 


L2 
- ^ .ˆ 


9_Ii: Lăp đường điện trong nhà Sau € 7 


10 |j : Trát tưòng, quét vôi ngoài nhà | sau ƒ h, 1 


n : Lắp đặt thiết bị, đồ đạc nhà 
lisio : Làm hàng rào, cổng, sân vườn [mái | 8. 


Ta lập một sơ đồ mạng gồm 13 đỉnh, đánh số từ.1 đến 13 (đinh I là 
khởi công, đỉnh 13 là hoản thành). Số cung trong mạng là 15 + 2 = 17 
(có 2 việc giả) : xem Hình 3.6. Chẳng hạn, đỉnh 3 chỉ sự kiện hoàn 
thành việc đảo đất và chở vật liệu, đỉnh 8 chỉ sự kiện hoàn thành việc 
làm mái, trần, cửa và lắp đặt xong các đường điện nước; cung (4, 5) 
biểu thị việc xây tường, cung (9, 12) biểu thị việc trang trí nội thất, v.v... 


l 


— — 
+> 2 — 
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@® Khởi công 
a: 2 


(3 Hoàn thành toàn bộ 
Hình 3.6. Sơ đồ miêu tả dự án xây dựng ngôi nhà 
3.3. Phân tích sơ đồ mạng theo chỉ tiêu thời gian 
1. Chỉ tiêu thời gian của các sự kiện 


Trước hết ta tính một số chỉ tiêu thời gian liên quan.đến các sự kiện 
(đỉnh): 
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| a) Thời điểm sớm nhất xuất hiện sự kiện thứ j : t? 
Đặt tị = 0, khi đã xác định các tị với ¡ <j thì xác định tï bởi công 
thức: 
L = max{tj + tụ với (1, j)e U7 }, 3. 
trong đó tụ là thời gian cần để làm xong việc (¡, J) và U7 là tập hợp 


các cung đi tới đỉnh j. Bằng cách đó ta lần lượt xác định được tất cả các 
tï. Đương nhiên t} là thời hạn sớm nhất hoàn thành toàn bộ dự án. 


Có thể thấy răng : tì = L(Aj), trong đó A¡ là đường đi dài nhất từ 
đỉnh 1 đến đỉnh j (nghĩa là sự kiện thứ j J chỉ xuất hiện khi tất cá mọi 


công việc trên mọi đường đi trong sơ đồ từ đỉnh 1 đến đỉnh ¡ đều đã 
hoàn thành). 


Xét lại ví đụ 4, ta có: „ 

tị =0, =tÌ+t;¿=0+2=2; 

tì = max {fÌ +tịa,tỆ + tạy} =max{0+4,2+3} = 5; 
t = tì +; =5+ I0 =15, V.V... 

tï =ta =max(tir + tra; lạ # tịạ¡ạ = 60, 


nghĩa là thời hạn sớm nhất đề hoàn thành dự án nảy là 60 ngày. 
b) Thời điểm muộn nhất xuất hiện sự kiện thứ i : t 
Đề bảo đảm hoàn thành dự án trong thời hạn sớm nhất tÊ ta đặt 
tạ =tạ. Khi đã xác định các tï" với j > ¡ thì xác định t" bởi công 
thức: 


t”= mín {t” - tụ}, (3.2) 
(JeUỷ 


trong đó U;` là tập hợp các cung đi khỏi đỉnh ¡. 
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Có thể thấy rằng : t" = tỷ - LŒ'), trong đó FT, là đường đi dài nhất 
từ đinh j đến đỉnh n. 
Xét lại ví dụ 4, ta có: 
tị = tạ =60, tị; =tt —tizi3= 60 ~ 5= 55; tí = t3 — tin 
=60—8= 52; 
tin = min {tio — tạng; t2 —tg1a} = min{SŠT— 6, 55—10} =45 


Ghí chụ : Đề cho tiện cho việc khảo sát về sau, mỗi sự kiện trên sơ 
đồ mạng được biểu thị băng một vòng tròn chía làm 4 phần như sau: 


0Ò chỉ số đạt max trong công thức 


tỉ=max(+ tụ ,0,j}€U; }. 
©) Thời gian dự trữ của sự kiện ¡ : đ; 

Hiệu số dị = t—tƑ (1= l,2,..., n) gọi là ;hời gian dự trữ của sự 
kiện ï, nó cho biết thời gian tối đa mà sự kiện ¡ có thể xuất hiện chậm lại 
nhưng không ảnh hưởng đến thời điểm xuất hiện các sự kiện sau và 
không kéo đài thời hạn hoàn thành toàn bộ dự án. 


Những sự kiện ¡ có thời gian dự trữ dị = 0 gọi là sự hiện găng. Rõ 
ràng sự kiện 1 (khởi công) và sự kiện n (hoàn thành) bao giờ cũng là sự 
kiện găng. 

3. Chỉ tiêu thời gian của các công việc : 
Dựa vào các chỉ tiêu thời gian đã tính ở trên, ta tỉnh một số chỉ 
tiêu thời gian liên quan đến các công việc. 
a) Thời gian dự trữ của mỗi công việc : 
Ta gọi hiệu số dụ = tï" — tỷ — tụ là ;hời gian dự trữ của công việc (i, Ì). 
Xét lại ví đụ 4, ta có: 


đụ = tt TỶ —t =5S<0—4= 1; đụ = tậ!—t —tạs =30 — Í5— 15 =0,.. 
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Có thể thấy rằng dụ > 0, với mọi công việc (1|). 

Những công việc (ï, J) có dụ = 0 gọi là công việc găng. 

Ý nghĩa dụ = là —LŒ",) —L(A,)~tụ = th -[L(A;,)+ tụ +LŒ'J]: 
khoảng thời gian chênh lệch giữa tì vả thời hạn của đường đi đài nhất 
tử đỉnh I đến đỉnh n qua công việc (ï]) (Tất cả các công việc trên đường 
đi dài nhất từ đỉnh 1 đến đỉnh n qua công việc (1,J) có tông thời gian dự 
trữ là dị). 

b) Dự trữ riêng của mỗi công việc : 
H s m ` . - 22c, S0 `. 

Ta gọi đị =max{0,tỉ —tị" tị} là thời gian dự trữ riêng hay thời 


gian dự trừ độc lập của công việc (I, J), đó là khoảng thời gian tối đa mà 
công việc (I,J) có thể kéo đài nhưng không ảnh hưởng đến thời điểm bắt 


đầu sớm nhất của các công việc ngay sau công việc đó, bất kể thời điểm 
kết thuc của các công việc ngay trước đó. Có thể thấy rằng 0 < đỹ <d, 
và dị = Ô với công việc (1,j) là găng. 


Xét lại ví dụ 4, ta có: 
dị; = max {0, t3 —tj" — tị;} == max{0,1} = l, 
đs; = max({0, tÿ — tš' — t;;y} = max{0,39 ~30 — 71} = 2,... 
©) Dự trữ chung cúa các công việc : 


Ta gọi hiệu số dị = =ú, =ói là thời gian dự trữ chung của công việc 
(1J), đó là khoảng thời Bi dự trữ được sử dụng chung cho các công 
việc trên đường đi đải nhật từ đỉnh I đến n qua (1,)). 

d) Đường găng : 


Một đường đi từ đỉnh 1 (khởi công) đến đỉnh n (hoàn thành) gọi là 
đường găng, nêu mọi sự kiện và mọi công việc trên đường đi ây đều là 
găng. Chẳng hạn, trong ví dụ trên thì các sự kiện 1, 2, 3, 4, 5, ố, 7, 9, 12, 
13 là găng, các mỗi tên đậm nét là việc găng. Trong SƠ để " ở hình 3.6, 
đường găng được biểu điễn bằng các mũi tên đậm nét. 


Nếu xem tụ như độ dài của cung (I, J) trên sơ đồ mạng thì ta có thể 
dễ dàng chứng mình các tỉnh chất sau đây của đường găng: 
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e Mỗi sơ đồ mạng có Ít nhất một đường găng (nói chung, có thể có 
nhiều). 


e© Đường găng là đường đi dài nhất trên só đồ mạng (từ đỉnh 1 đến 
định n). Ngược lại, mọi đường ởi dài nhất trong sơ đồ mạng (từ đỉnh 
.` 1 đến đinh n) đều là đường găng. 


e Một sự kiện hay công việc găng đều có it nhất một đường găng đi | 
: qua.. Đồng thời một sự kiện hay công việc không găng không thể 
năm trên đường găng. 


3. Ý nghĩa thực tiễn của phương pháp PERT 


Muốn toàn bộ dự án không bị kéo đài thì những công VIỆC găng 
không được phép hoàn thành chậm trễ, còn các công việc không găng 
thì có thể chậm trễ hoặc kéo dài đôi chut (trong phạm vi thời gian dự 
trữ) mà vẫn không ảnh hưởng gì đến thời gian hoàn thành dự án. 


Đồng thời muốn rut ngắn thời gian thực hiện dự án thì nhất thiết 
phải rut ngắn một số công việc găng, các công việc không găng đù có 
rut ngắn thời gian hoàn thành của chung cũng không thể rut ngắn thời 
gian hoàn thành toàn bộ dự án. 


Vì thế, trong chỉ đạo thực hiện dự án cần tập trung chu ý vào các 
công Việc găng (số việc ,păng thường chiếm tỉ lệ không lớn trong tổng 
số các công việc, đặc biết đối với các dự án lớn), tìm mọi biện pháp để 
bảo đảm cho các công việc đỏ được hoàn thành đụng kỳ hạn. Có như 
vậy toàn bộ dự án mới được hoàn thành đung kỳ hạn. Đó chính là ý 
nghĩa thực tiễn của phương pháp sơ đồ mạng PERT hay phương pháp 
đường găng được trình bày ở trên, 


Dựa vào sơ đồ mạng ta còn có thể tiến hành một số tính toán tối ưu 
như: 


se _ Với thời hạn hoàn thành dự án đã định trước hãy tổ chức các công 
việc đề đảm bảo chỉ phí là ít nhật (cực tiêu giá thành công trình), 
hoặc đảm bảo việc sử dụng nhân lực, vật tư, thiết bị được bình ồn và 
ở mức thấp nhất. 


° Với tổng chỉ phí có hạn hoặc với nhịp độ cung cấp nhân lực, vật tư, 
thiết bị đã biết trước hãy bố trí các công việc sao cho hoàn thành 
toàn bộ dự án trong thời hạn sớm nhất. 
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Hướng chung để giải quyết cả hai bài toán này là tập trung sự chỉ 
đạo vảo các công việc găng, điều chỉnh một phần nhân lực, vật tr ở các 
công việc không găng sang cho các công việc găng, nhằm rut ngắn thời 
hạn chung. và mặt toán học. cả hai vấn đề trên đều có thể giải quyết nhờ 
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dùng lý thuyết qui hoạch tuyến tính. 
BÀI TẠP CHƯƠNG 5 


1. Dùng phương pháp xử lý biến bị chặn trên nêu ở §1 giải các bài toán 


qui hoạch tuyền tính sau đây: 


a) 


b) 


c) 


® 


f=_— Xi — 3xa + 2x) — min, 


Xa-2X 4 H1, 


2X+ X:†2X <S 8, 
XI <Š 1, 
X2 < 3, 

Xịy < 2, 


x¡>0, x;>0, x:>0. 
f=~— 2xI = 3X: + 2X — 5x¿ — mỉn, 
Xx†+2x¿+ Xs†+2xạ < $5, 
2x¡+2X¿ạ—3xạ†t+Á4Xa < Ñ, 
0 <Sx¿ < 1 với J= l, 2, 3, 4. 
f=2xị † ŠX¿ +3x; + 4x¿ + xã —> max, 
6, 


4x: +6xạ+5Xy †7xa+ Xã *< lộ, 


lÁ 


Xịt3Xạ + 2Xạ +2X¿ +} Xs 


0<x¡<1 với J= 1,2, 3, 4, 5. 
f=3XxịT— Xzt 2X; —> Tin, 
XịI† X:† Xy > l§, 
Xa† Xy > 10, 


0<xi<10,0<x;<5,0< xạ <6. 
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2. Chứng minh bài toán vận tải (2.1) — (2.5) bao giờ cũng có phương 
án tôi ưu. 


4. Giải bài toán vận tài với đữ liệu cho ở các bảng sau : 


_—— R8aslnls 
"`... 

b) 

c) 

d) 


4. Giải các bài toán sau : 
a) Một công ty vận tải biển cần 110 người để bổ trí 10 máy trưởng, 
25 thợ máy I1, 30 thơ máy 2 và 45 thợ máy 3. Phòng tô chức 
công ty tìm được 90 người, gồm 25 kỹ sư máy, 20 trung cấp kỹ 
thuật và 45 công nhân. Phỏng tổ chức đánh giá khả năng của cán 
bộ theo công việc như ở bảng sau: 
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Vậy cần bế trí sao cho sử dụng hết năng lực của mọi người. 

Ghỉ chư : giả thiết đánh giá năng lực cán bộ theo thang điểm 5, tức 
lả qụ = 5: cán bộ ¡ có năng lực hoàn thành xuất sắc công việc j, qị = 
4,3,2,!1 tương ứng với các mức độ khác nhau, còn gị = Ô là cán bộ ! 
hoàn toàn không thể làm công việc ]. 


b) Một đội làm rau gồm 23 lao động nữ, chia làm 3 loại : loại ÀA và 
B có 10 người; loại C có 3 người. Đội đó. cần bố trí 3 người đi 
hái rau, 8 người làm cỏ rau và 12 người trồng rau. Năng suất lao 
động của từng loại được cho trong bảng sau: 


ă 7 hái rau làm cố trồng rau 
In đàng Tn N @4) (®) (12) 


Vậy phải phân công như thế nào đề năng suất đạt được cao nhất. 


€) Theo kế hoạch của một hợp tác xã, trong một vụ Đông xuân sẽ 
trồng 130 sào hoa màu gôm 62 sào ngô, 30 sào khoai và 38 sào 
cả chua trên một bãi rộng 130 sảo, chia làm 3 loại đất : 38 sảo 
đất thịt, 50 sảo đất cát bôi và 42 sào đất pha cát. Năng suất thu 
hoạch của mỗi loại cây trồng trên mỗi loại đất được cho trong 
bảng sau : 
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năng suất khoai cà chua 
nh nã (30) (38) 


Emammammmm 
FTT-TEWRRNHI BE BMI NET ÏDM NBN 1E 


Hãy đặt kế hoạch phân phối đất trồng đề thu hoạch được nhiêu nhất ? 


Ghỉ chư : Năng suất trồng cà chua trên loại đất cát bồi bằng 0, 
HH là trồng cà chua trên loại đất đó thì thu hoạch rất ít không đáng 


đ) Có hai đội, mỗi đội 5 người thi đấu bóng bàn với nhau. Do kinh 
nghiệm chơi, người ta dự đoán xác suất thắng cuộc của mỗi đấu 
thủ đội I với các đấu thủ đội II cho ở bảng sa 


Các đấu thủ đội 1có quyền chọn đấu với các đấu thủ đội II. Hãy 
đứng về phía đội I sắp xếp các đấu thủ của đội này sao cho xác suât 
thắng cuộc của toàn đội là cao nhất. 


Ghi chu : A đấu với B trong 5 ván, A thắng 3 ván thì ta bảo xác 
suất thắng cuộc của A là 3/5 = 0,6. 
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5. Lập sơ đồ mạng, tính các chỉ tiêu thời gian, xác định đường găng 
của các đụ án gôm các công việc sau : 


(tháng) hành 
Vị 4 lảm ngay 
Y2 làm ngay 
Vì làm ngay 
- V4 lắm sau y; 
Ÿs 10 lảm sau y; 
% 2 làm sau yz 
làm sau y4; Vì 


b) 


Trình tự tiến hành 


làm ngay 

làm ngay 
làm ngay 

làm ngay 
làm sau vị 
làm sau V2, Vs 


làm Sau Va, Vs 


làm sau Y4, Y2 


Trình tự tiến hành 
làm ngay 
làm sau a 


làm sau b 
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{C1 ẦœA 4+ Cà C2) + 


làm ngay 


làm ngay 
lảm ngay 
lảm sau y 
lảm sau Vị 
làm sau y\ 


làm sau Y2, V4 
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2 làm ngay 
e 3 làm sau d 
f 2 làm sau e 
8 4 làm sau £ 
h 2 làm sau c, g 
1 8 làm ngay 
) 1 lảm sau ¡ 
k 2 làm sau j, h 
q) 
Côngviệệ | Thời gian (ngày) 
a 4 làm ngay 
b 6 làm ngay 
€ 2 làm sau a 
đ 5 lảm sau a 
e 2 làm sau b, c 
f 7 làm sau b, c 
E 3 làm sau đ, e 
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làm sau V› 


làm sau ÿs, Y2 


làm sau ys 


Trình tự tiến hành 

Vị 4 làm ngay 

W% 4 làm ngay 

W 3 làm ngay 

V4 6 làm sau Vị 

W 3 làm sau v 

W 5 làm sau y; 

Ÿ; 2 làm sau wạ, V¿ 

V§ 6 làm sau V2, Vs 

Vo 7 làm sau ya, Vs 
5 làm sau va, V; 
2 làm sau y4, Y; 
4 làm sau y4, y; 
3 làm sau V, Vs, Vịo 
h) làm sau ÿs, Y, Vịo, 
1 làm sau ya, V1, Ÿ13 
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